
Lista 0. Operacja sumowania Σ i dwumian Newtona.

1. Zapisa¢ przy pomocy operacji
...∑

n=...

... sumy

(a) 4 + 7 + 10 + 13 + 16 + ... + 40,

(b)
22 + 2 + 1

ln 2
+

32 + 3 + 1

ln 3
+

42 + 4 + 1

ln 4
+ ... +

702 + 70 + 1

ln 70
,

(c) 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ ... +

1

111
,

(d) 1 + 3 + 32 + 33 + 34 + ... + 320,

(e)
1

2
− 1

22
+

1

23
− 1

24
+

1

25
− 1

26
+ ...,

tak, by pierwszym indeksem sumowania byªo

• n = 1,

• n = 0,

• n = 4.

2. Zapisa¢ poni»sze sumy przy pomocy pojedynczego znaku Σ (czyli w postaci
...∑

n=...

...), maksymalnie

upraszczaj¡c sumowany ci¡g.

(a)
15∑
k=1

(k + 3)2 − 3
15∑
k=1

(2k + 3),

(b)
9∑

n=0

2n +
10∑
n=1

2n,

(c) 30+x2

10∑
k=1

xk,

(d) x

10∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
+

11∑
n=1

(−1)n
x2n−1

(2n− 1)!
, x 6= 0.

3. Korzystaj¡c z dwumianu Newtona rozwin¡¢ i maksymalnie upro±ci¢ poni»sze wyra»enia.

(a) (2x + 3)4,

(b)

(
3x− 1

3x2

)5

,

(c)

(
√
y +

2

y

)6

,

(d) (a− 1)8.

1



4. W rozwini¦ciu Newtona

(
x4 − 2

x

)135

znale¹¢

(a) wspóªczynnik przy x15,

(b) wspóªczynnik przy
1

x10
,

(c) wyraz staªy (niezale»ny od x).

5. W rozwini¦ciu Newtona (1 + 4x)n, n ∈ N, wspóªczynnik przy x2 wynosi 336. Znale¹¢ n.

6. W rozwini¦ciu Newtona (1 + ax)n, n ∈ N, trzy pierwsze skªadniki to 1, 24x i 252x2. Znale¹¢ a i n.

7. Znale¹¢ przybli»on¡ warto±¢ pot¦gi 1.0338 bior¡c sum¦ czterech pierwszych skªadników rozwini¦cia
(1+0.03)38 (pierwszy to ten z najni»sz¡ pot¦g¡ 0.03). Obliczy¢, w procentach, bª¡d wzgl¦dny takiego
przybli»enia.

8. Korzystaj¡c z rozwini¦cia Newtona dla (1+x)n uzasadni¢, »e dla wszystkich n naturalnych dodatnich

(a) 8n + 6 jest podzielne przez 7,

(b) 4n + 2 jest podzielne przez 6,

(c) 6n + 3 · 11n + 1 jest podzielne przez 5,

(d) 4n + 6n− 1 jest podzielne przez 9,

(e) 5n + 12n + 15 jest podzielne przez 16,

(f) 3n − 2n2 + 7 jest podzielne przez 8.

9. (?) Poda¢ przykªad wielomianu W takiego, »e dla wszystkich n naturalnych dodatnich wyra»enie

14n + W (n) jest podzielne przez

(a) 13,

(b) 169,

(c) 2197.

10. Dla n ∈ N+ de�niujemy podwójn¡ silni¦ jako

(2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · 7 · ... · (2n− 1),

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · 8 · ... · (2n).

(a) Pokaza¢, »e (2n− 1)!! · (2n)!! = (2n)! oraz (2n)!! = n! · 2n.

(b) Upro±ci¢ wyra»enia
(2n + 1)!!

(2n− 1)!!
,

(2n)!!

(2n + 2)!!
oraz

(2n− 1)!!

(2n + 3)!!
.

11. Dla x ∈ R i k ∈ N de�niujemy uogólniony wspóªczynnik Newtona jako(
x

0

)
= 1 oraz

(
x

k

)
=

x · (x− 1) · (x− 2) · ... · (x− (k − 1))

k!
, k > 0.

(a) Pokaza¢, »e dla x = n ∈ N, n ≥ k, de�nicja ta jest rozszerzeniem de�nicji standardowego

symbolu Newtona, tzn. zgadza si¦ z podstawow¡ de�nicj¡ symbolu

(
n

k

)
.

2



(b) Dla ustalonego k wyznaczy¢ wszystkie x dla których

(
x

k

)
= 0.

(c) Korzystaj¡c z poprzednich wyników udowodni¢, »e znana równo±¢

(1 + x)p =
∞∑
k=0

(
p

k

)
xk = 1 +

(
p

1

)
x +

(
p

2

)
x2 +

(
p

3

)
x3 + · · · , x ∈ (−1, 1), p ∈ R,

dla p = n ∈ N jest zwykªym dwumianem Newtona.

(d) Obliczy¢

(
−1

k

)
, maksymalnie upraszczaj¡c wynik.

(e) Dla x > 0 i k > 0 pokaza¢, »e

(
−x
k

)
= (−1)k

(
x + k − 1

k

)
.

(f) Wykaza¢, »e

(
1
2

k

)
= (−1)k−1

(2k − 3)!!

(2k)!!
, k ≥ 2,

a nast¦pnie wyprowadzi¢ podobny wzór dla

(
−1

2

k

)
.

12. Ci¡g Fibonacciego fn = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...) powstaje wg znanej reguªy - dwa pierwsze elementy
ci¡gu s¡ równe 1, a ka»dy nast¦pny jest sum¡ dwóch poprzednich. Ci¡g ten ma wzór ogólny, który
mo»e si¦ wydawa¢ dziwny i nie wida¢ od razu, »e jego elementami s¡ liczby naturalne:

fn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)n

.

Zapisa¢ poni»szy wzór przy pomocy pojedynczej operacji Σ tak, by sumowane wyra»enie zawieraªo
jedynie liczby wymierne (w szczególno±ci nie mo»e pojawi¢ si¦ w nim

√
5).

Krzysztof „El Profe” Michalik
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