Lista 1. Liczby zespolone.

1. Ponizsze liczby zespolone zapisa¢ w postaci algebraiczne;j.

3. Udowodni¢, ze ponizsze wzory sa prawdziwe dla dowolnych liczb zespolonych z i w.

(a) Re(z 4 w) = Re(z) + Re(w), Re(z —w) = Re(z) — Re(w), Im(z +w) = Im(z) + Im(w) oraz

Im(z —w) =Im(z) — Im(w).
(b) z+7z=2Re(z), z—z = 2iIm(z) oraz z -z = |z|*.

(c) Jesli z € R to Re(z-w) = z- Re(w) oraz Im(z - w) = z - Im(w).

- . z
d) z4w=Z+W,z—w=Z—w,zZ -w=7Z-wW,a ponadto jezeli w # 0 to (—) =
w
Wywnioskowaé stad, ze dla n € Ny mamy 2" = (2)".

(e) —|z] < Re(z) < |z|, —|z| < Im(z) < |z| oraz z e R & 2z =Z = £]z2|.

(f) |z w|=|z|- |wl|, a ponadto jezeli w # 0 to ‘i) = ﬂ
wl wl
Wywnioskowaé stad, ze dla n € N, mamy |2"| = |2|™.

(8) |2+ w|* = |2]* + |w]* + 2Re(z - w).
(h) |z 4+ w| < |2[ + w].

(i) |z+w|:|z|—|—|w|<:>z:0\/w:0\/i>0.
w

2|l

4. Rozwiaza¢ ponizsze rOwnania i nieréwnosci. W przypadku nieskoriczonej ilodci rozwiazan zaznaczy¢

je na ptaszczyznie zespolone;j.
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) liz +3+2i] > 1.

) lz4+1—i] =244
(k) |iz—2+3i] <|z—3|
)
)
)
)

~~
—_—

|22 — 4] < 5]z + 2|.

3|z — 2i| < |22 4 4] < 2|z + 24|
2|z + 3| = |z + 6.

2z + 1| < |Z2+4 10 + 124].

(a) Niech zj, 2 beda dwiema roznymi liczbami zespolonymi oraz niech ¢ > 0, ¢ # 1. Wykazad,
2 —a| _
|z — 29|

ze zbior wszystkich z € C dla ktoérych = c jest okregiem. W geometrii taki okrag
nazywany jest okregiem Apoloniusza.

(b) Jaka krzywa otrzymamy dla ¢ = 17
6. Zapisa¢ ponizsze liczby w postaci trygonometrycznej oraz wykladniczej.

(a) 3+ 3i

\/§ 1
gl
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(¢) —1—2\/_
(d) v5—iv5
(e) zeR, 2¢0
f) z=vyi,ye R,y ¢0

(b

7. Znalez¢ posta¢ algebraiczna oraz trygonometryczna/wyktadnicza ponizszych liczb.

(a) (1—14)*.

(b) —(=1+a/3)™ ™
(1+4)%

) 1—iV3

(d) (—? " %z) (VB

8. Uzywajac podstawowej wersji twierdzenia de Moivre’s udowodni¢ jego réwnowazng wersje:

dla z€ Cin e Z mamy (|z|(cosa —isina) )" = |z]"(cosna — isinna).



9. Niech z =z 4+ yi i 29 = o + Yoi, T, Y, To, Yo € R.
T 3m .. . . . o :
(a) Dla a # —, a # > znalez¢ rownanie polprostej arg(z — zg) = a. Wynik zapisa¢ w postaci
funkcji y = f(x), x € S, gdzie S jest zbiorem, ktory trzeba wyznaczyc¢.

(b) Jaka polprosta dostaniemy dla o = g, a jaka dla a = 37%?

10. (kontynuacja zadania 4). Rozwigza¢ ponizsze rownania i nieréwnosci. W przypadku nieskonczonej
ilodci rozwigzan zaznaczy¢ je na plaszczyznie zespolonej.

(a) Re (2(1+iV3)%) = 128.
(b) Im ((z+ 1)(—V3+1)°) < 256.

(c) z(—\/?§+%z> +2| <5

(d) arg(z +2 — 3i) = %

(k) 5 < arg(z) < .
{ |z — 3i| = 1,
m
arg(z) = =
|z — 1| =3, _
(m) arg(z +1) = T
|z + 1| =5,
() arg(z +3 —3i) = ?%
3
arg(z +7) = 7.
(0) , 4m
arg(z+5—1) = 3

arg(z — 2i) = %,

arg(z —1—3i) = %

11. Stosujac postaé trygonometryczng lub wyktadnicza liczby zespolonej rozwiazaé¢ ponizsze réwnania.

3



(a) 2% =|z|.
(b) (V3 +14)(Z)? = 2.
(c) |z]° = i2°.

12. (*) Zatozmy, ze z,w € C\ {0}, z +w # 0 oraz |z| = |w].

(a) Uzasadni¢, ze zawsze mozna znalez¢ taki argument « liczby z oraz taki argument f liczby w,
7e | — B < 7 (niekoniecznie sa to argumenty glowne).

(b) Udowodni¢ dowolna metoda, ze dla takich a i  kat ¢ = ot jest jednym z argumentow

2
liczby z + w.

13. Korzystajac z poprzedniego zadania wyznaczy¢ postaé¢ trygonometryczna/wykladnicza ponizszych
liczb.
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COS — COS — (4
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(g) cosg—cos——l—i
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sin — — ¢sin —
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sin — + 81— ).
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14. Obliczy¢ pierwiastki ponizszych liczb zespolonych. Wynik poda¢ w postaci postaé¢ algebraicznej oraz
trygonometrycznej.

)
)
(c) V/8i
(d) V=27
(e) V-1
(f) vV—-1+1iV3
(g) V1
(h) Vi
(i) V1+i
() V(14 26)*
(k) /(1 + 2i)°
)

15. (*) Korzystajac bezposrednio z definicji pierwiastka kwadratowego z liczby zespolonej z wykazaé, ze

(a) gdy z < 0 to /z = £iy/|z] = +iv—2z,



16.

17.

18.

19.

20.
21.

z+\z|
J2+ Jz]|

(b) gdy 2 ¢ R to vz = £1/]z]-

Niech z € C, 2 # 0, oraz m,n € N, m,n > 1. Wykaza¢, ze zbior /2 jest podzbiorem zbioru "3/ 2.
Pokazac¢ takze, ze zbiory te nie sg identyczne.

Rozwiazaé ponizsze rOwnania korzystajac z pierwiastkow zespolonych.

(a) az?+bz+c=0,a,b,ceR, a#0, A=b*—4ac<0
(b) 224+ (1+4d)z—2—i=0

(¢) iz2+ (24+14)2+5—i=0

(d) 22 = (22 +1)?

(e) 2zt = —4(z+ 1)*

(*) Niech z, zyp € C, a € R. Definiujemy dwie funkcje zespolone f, g jako w = f(z) = ze
w=g(z) = 20 + (2 — 20)e"*. Udowodni¢ ich ponizsze geometryczne wlasnoci.

@ graz

(a) f jest rotacja wokot poczatku uktadu wspolrzednych o kat a.
(b) g jest rotacja o kat o wokot punktu odpowiadajacego liczbie z.

W obu przypadkach dla @ > 0 mamy rotacje przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, a zgodnie dla
a < 0.

Uzywajac powyzszych funkcji wyznaczy¢é obraz punktu P = (1,3), gdy P jest obracany

e wokol poczatku uktadu wspotrzednych o kat o = 30° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara,

e wokol punktu @ = (2, —1) o kat a = 135° zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

(*) Przypomnijmy, ze arctg A to kat a € ( ) taki, ze tg a = A.

272
Uzywajac liczb zespolonych wykazad, ze

T _ darct 1 ¢ 1
= I'C — — aIc —_—
g Arete g arte oag

Wynik ten, w potaczeniu z szeregiem potegowym funkcji arctg x, pozwala efektywnie wyznaczaé
przyblizenie liczby 7 z dos¢ duzag doktadnoscia.

Uzywajac liczb zespolonych wyprowadzi¢ wzor sin(5x) = 16sin® z — 20sin®  + 5sin z.
Uzywajac liczb zespolonych wyprowadzi¢ wzoér na sumy podane ponizej.

(a) cosz + cos(2zx) + ... + cos(nx),
(b) 2sinx + 4sin(2z) + ... + 2" sin(nx).

Krzysztof ,, £I Profe” Hichalik



