Lista 2. Wielomiany i funkcje wymierne.

1. Podzieli¢ wielomian P przez @ jezeli

(a) P(z) =32+ +2+1, Q(z) =2 —x + 1,
(b) P(xz) =2%+ 5z +1, Q(z) = —22° + 5,
(¢) P(x) =223+ 2+ 2 -7, Q(x) =3z + 5,
(d) P(x)=2" =32 +2, Qx) = v +2.
2. (a) P(x) =42 + cx® — 2% + 1 jest podzielny przez Q(z) = = + 1. Wyznaczy¢ wartosé c.
(b) P(x) = ax®+bx* + x — 2 ma pierwiastek = = 1, a przy dzieleniu przez Q(z) = = — 2 daje reszte

—5. Obliczy¢ a i b.
3. Ponizsze wielomiany maja wielokrotne pierwiastki catkowite. Znalez¢ ich krotnosci.

S _Axt +32% + 522 —8xr +4

(a) P(z) =z

(b) P(z) = 2° — 102" + 4023 — 802% + 80z — 32

(¢) P(x) =20 —4a® + Ta* — 823 + Ta? — 4z + 1

(d) P(x) =27+ 32° + 32° + 22 + 523 + 922 + Tx + 2

4. Roztozy¢ calkowicie ponizsze wielomiany na czynniki

e rzeczywiste,

e zespolone.

Uzy¢ dowolnej z popularnych metod: grupowanie sktadnikéw, wyznaczanie pierwiastkow catkow-
itych /wymiernych /zespolonych, podstawienie nowej zmiennej itd.

) —2® + 192 — 30

) 223 +32% 4+ 22+ 1

) —%x3+x—%

) b — 2422 4 36z — 16

) %m3—x2+3x—3

) xt — 32% — 42% + 18x — 12

I e e |

h) —9z* — 32° + 2322 — 13z + 2
) 8zt + 2023 — 4222 + 232 — 4
) 162% + 3223 + 2422 + 8z + 1
) x5 — 22" — 42® + 42® — 5x + 6
)
)
)
)

x® — 2t — 223 + 522 — 5 + 2



5. Roztozy¢ catkowicie ponizsze wielomiany na czynniki rzeczywiste.

10.

11.

(a)
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(a)
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2t =722 +5
—at — 2?42
22 + 322 + 1
rt =622+ 9
§x4+x2—|—%
449

xt — 224+ 25
3z + 522+ 9

Udowodnié, ze jezeli z jest pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych to z tez
jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Uzasadni¢, ze krotnosci z oraz z sa takie same.

r = —2+1 jest pierwiastkiem P(z) = —z* — 32® — 322 — 3z — 10. Rozlozy¢ catkowicie P na czynniki
e rzeczywiste,
e zespolone.

x = i1/3 jest pierwiastkiem podwojnym P(z) = 22 4+ 2° + 132* + 62° + 2422 + 92 + 9. Rozlozy¢

catkowicie P na czynniki

(a)

(b)

rzeczywiste,

zespolone.

Uzywajac wzoru sin(5x) = 16sin® z — 20sin® x + 5sinx (zob. lista 1 "Liczby zespolone") wyz-

, L, .. m . 2w 37 . A4r
naczy¢ doktadng wartos$¢ sin = sin = sin = oraz sin =
. . ™ 14++H ) ) ) ) 27 3
Wywnioskowad stad, ze cos 5= 4\/_, a nastepnie wyrazi¢ w podobnej postaci cos = cos =
47
oraz cos —.
)

Korzystajac z postaci iloczynowej wielomiandéw rzeczywistych uzasadnic¢, ze kazdy wielomian rzeczy-
wisty stopnia nieparzystego ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Wywnioskowaé stad, ze zbiorem wartosci takich wielomianéw jest R.

Niech P = P(z) bedzie wielomianem zespolonym. Niech @ = Q(z) = = — xy, g € C, bedzie
jego czynnikiem o krotnosci k € N,. Niech W(z) = P’(x) bedzie pochodna P (definicja pochod-
nej zespolonej, pochodne podstawowych funkcji oraz reguly rozniczkowania sg analogiczne jak w
przypadku rzeczywistym). Udowodni¢ ponizsze twierdzenie.

(a)
(b)

k=1 <= (@ nie jest czynnikiem W.
k>1 < (@ jest czynnikiem W o krotnosci k — 1.



12. (*) Korzystajac z poprzedniego zadania oraz indukcji matematycznej udowodnié¢ ponizsze twierdzenie
o k-tej pochodnej dla pierwiastkow wielokrotnych.

Niech P = P(x) bedzie wielomianem zespolonym i niech zy € C bedzie jego pierwiastkiem. Wtedy
7o ma krotnoéé k € N, <= P(xq) = P'(z0) = P"(z0) = ... = P%*Y(z9) = 0 oraz P®)(x4) # 0
(pierwsza pochodna, ktora nie zeruje sie w x jest k-ta pochodna).

Twierdzenie to pozwala wyznaczy¢ krotnosé zy bez koniecznosci wielokrotnego dzielenia. Pozwala
takze na okreslenie tej krotnosci w przypadku, gdy zy nie da sie w praktyce obliczy¢.

13. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia P(z) = 22" + 42 — 1 przez

= 0R

(a) Q(z) =2 +z -2,
(b) Qx) = 2° — 4u,
(c) Qz) =2 +1,
(d) Qz) =2%+ 22 +2,
(e) Q(x) =22 + V3 +1,
(f) Q(z) = 2% — 2z + 4,

) ()

) ()

—_—~

14. Zapisaé ponizsze funkcje w postaci sumy odpowiednich rzeczywistych utamkéw prostych, bez oblicza-
nia ich wspoélczynnikéw w licznikach.

x—3
(@) @) = e D@ T 3 1 3
(b) fla) = (22 4+ 4z + 3) (22 + 4o + 4)(2? + 4 + 5)

.%3

(c) f(z) = (22 — 5)3(22 + 5)3

15. Roztozyé ponizsze funkcje na rzeczywiste utamki proste.

@) f(0) =
)10 = g
(© f0) = s
(@) sy = S0

—42” + 26z — 34

(@) f#)= T @t — o7
_2x3+4x2—|—6x+9
24 452246
3+ 2+ 1
r)=—F—"">57
xd 4+ 22241




16. Roztozy¢ ponizsze funkcje na sume wielomianu i rzeczywistych utamkoéw prostych.

17. (*) Dana jest funkcja wymierna wlasciwa f(x) =

5%+ —1
f($>_ x3+$2

4o + o — 1
f($)_x2—3:c+2

P(x)
Q(x)

taka, ze wielomiany P i () nie majg wspolnych

czynnikow.

(a)

Udowodnié, ze w jej rozkladzie na utamki proste utamki o mianownikach z najwyzszg mozliwg
potega musza sie pojawic.
P(z) A axr +b

———~ — musza pojawié¢ sie utamki — oraz ———— natomiast —, — oraz
x3(x? + 1)2 4 PO ¢ x3 (24 1)2 x? x

mogg nie wystapic.

Czyli np. dla

Dz + FE
22+ 1
Udowodnié, ze w przypadku ulamka prostego pierwszego rodzaju o mianowniku z najwyzsza
mozliwa potega przy obliczaniu jego licznika popularna "metoda wstawiania" - przemnozy¢

réwnanie
P(z)
Q(x)
przez (), a potem wstawi¢ za x odpowiedni pierwiastek () - prowadzi zawsze do réwnania z
jedna niewiadoma, ktorg jest szukany licznik tego utamka.

= suma utamkoéow prostych

Na tej podstawie wyprowadzi¢ wzor ogodlny na posta¢ takiego utamka.

Krzysztof , EI Profe” Michalik



