
Lista 2. Wielomiany i funkcje wymierne.

1. Podzieli¢ wielomian P przez Q je»eli

(a) P (x) = 3x6 + x3 + x+ 1, Q(x) = x3 − x+ 1,

(b) P (x) = x2 + 5x+ 1, Q(x) = −2x2 + 5,

(c) P (x) = 2x3 + x2 + x− 7, Q(x) = 3x+ 5,

(d) P (x) = x3 − 3x+ 2, Q(x) = x+ 2.

2. (a) P (x) = 4x211 + cx3 − x2 + 1 jest podzielny przez Q(x) = x+ 1. Wyznaczy¢ warto±¢ c.

(b) P (x) = ax3+ bx2+x− 2 ma pierwiastek x = 1, a przy dzieleniu przez Q(x) = x− 2 daje reszt¦
−5. Obliczy¢ a i b.

3. Poni»sze wielomiany maj¡ wielokrotne pierwiastki caªkowite. Znale¹¢ ich krotno±ci.

(a) P (x) = x5 − 4x4 + 3x3 + 5x2 − 8x+ 4

(b) P (x) = x5 − 10x4 + 40x3 − 80x2 + 80x− 32

(c) P (x) = x6 − 4x5 + 7x4 − 8x3 + 7x2 − 4x+ 1

(d) P (x) = x7 + 3x6 + 3x5 + 2x4 + 5x3 + 9x2 + 7x+ 2

4. Rozªo»y¢ caªkowicie poni»sze wielomiany na czynniki

• rzeczywiste,

• zespolone.

U»y¢ dowolnej z popularnych metod: grupowanie skªadników, wyznaczanie pierwiastków caªkow-
itych/wymiernych/zespolonych, podstawienie nowej zmiennej itd.

(a) −x3 + 19x− 30

(b) 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

(c) −1

2
x3 + x− 1

2
(d) 5x3 − 24x2 + 36x− 16

(e)
1

9
x3 − x2 + 3x− 3

(f) x4 − 3x3 − 4x2 + 18x− 12

(g) x4 + x3 − x− 1

(h) −9x4 − 3x3 + 23x2 − 13x+ 2

(i) 8x4 + 20x3 − 42x2 + 23x− 4

(j) 16x4 + 32x3 + 24x2 + 8x+ 1

(k) x5 − 2x4 − 4x3 + 4x2 − 5x+ 6

(l) x5 − x4 − 2x3 + 5x2 − 5x+ 2

(m) x6 + 5x5 + 7x4 − 2x3 − 13x2 − 11x− 3

(n) (?) x5 + 2

(o) (?) x7 − 1
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5. Rozªo»y¢ caªkowicie poni»sze wielomiany na czynniki rzeczywiste.

(a) x4 − 7x2 + 5

(b) −x4 − x2 + 2

(c) 2x4 + 3x2 + 1

(d) x4 − 6x2 + 9

(e)
1

2
x4 + x2 +

1

2

(f) x4 + 9

(g) x4 − x2 + 25

(h) 3x4 + 5x2 + 9

6. (?)

(a) Udowodni¢, »e je»eli z jest pierwiastkiem wielomianu o wspóªczynnikach rzeczywistych to z te»
jest pierwiastkiem tego wielomianu.

(b) Uzasadni¢, »e krotno±ci z oraz z s¡ takie same.

7. x = −2+ i jest pierwiastkiem P (x) = −x4− 3x3− 3x2− 3x− 10. Rozªo»y¢ caªkowicie P na czynniki

• rzeczywiste,

• zespolone.

8. x = i
√
3 jest pierwiastkiem podwójnym P (x) = 2x6 + x5 + 13x4 + 6x3 + 24x2 + 9x + 9. Rozªo»y¢

caªkowicie P na czynniki

• rzeczywiste,

• zespolone.

9. (a) U»ywaj¡c wzoru sin(5x) = 16 sin5 x− 20 sin3 x + 5 sinx (zob. lista 1 "Liczby zespolone") wyz-

naczy¢ dokªadn¡ warto±¢ sin
π

5
, sin

2π

5
, sin

3π

5
oraz sin

4π

5
.

(b) Wywnioskowa¢ st¡d, »e cos
π

5
=

1 +
√
5

4
, a nast¦pnie wyrazi¢ w podobnej postaci cos

2π

5
, cos

3π

5

oraz cos
4π

5
.

10. Korzystaj¡c z postaci iloczynowej wielomianów rzeczywistych uzasadni¢, »e ka»dy wielomian rzeczy-
wisty stopnia nieparzystego ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Wywnioskowa¢ st¡d, »e zbiorem warto±ci takich wielomianów jest R.

11. Niech P = P (x) b¦dzie wielomianem zespolonym. Niech Q = Q(x) = x − x0, x0 ∈ C, b¦dzie
jego czynnikiem o krotno±ci k ∈ N+. Niech W (x) = P ′(x) b¦dzie pochodn¡ P (de�nicja pochod-
nej zespolonej, pochodne podstawowych funkcji oraz reguªy ró»niczkowania s¡ analogiczne jak w
przypadku rzeczywistym). Udowodni¢ poni»sze twierdzenie.

(a) k = 1 ⇐⇒ Q nie jest czynnikiem W .

(b) k > 1 ⇐⇒ Q jest czynnikiem W o krotno±ci k − 1.
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12. (?) Korzystaj¡c z poprzedniego zadania oraz indukcji matematycznej udowodni¢ poni»sze twierdzenie
o k-tej pochodnej dla pierwiastków wielokrotnych.

Niech P = P (x) b¦dzie wielomianem zespolonym i niech x0 ∈ C b¦dzie jego pierwiastkiem. Wtedy

x0 ma krotno±¢ k ∈ N+ ⇐⇒ P (x0) = P ′(x0) = P ′′(x0) = ... = P (k−1)(x0) = 0 oraz P (k)(x0) 6= 0

(pierwsz¡ pochodn¡, która nie zeruje si¦ w x0 jest k-ta pochodna).

Twierdzenie to pozwala wyznaczy¢ krotno±¢ x0 bez konieczno±ci wielokrotnego dzielenia. Pozwala
tak»e na okre±lenie tej krotno±ci w przypadku, gdy x0 nie da si¦ w praktyce obliczy¢.

13. Wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia P (x) = 2x151 + 4x− 1 przez

(a) Q(x) = x2 + x− 2,

(b) Q(x) = x3 − 4x,

(c) Q(x) = x2 + 1,

(d) Q(x) = x2 + 2x+ 2,

(e) Q(x) = x2 + x
√
3 + 1,

(f) Q(x) = x2 − 2x+ 4,

(g) (?) Q(x) = x3 − 3x+ 2,

(h) (?) Q(x) = x4 − 3x3 + 3x2 − x.

14. Zapisa¢ poni»sze funkcje w postaci sumy odpowiednich rzeczywistych uªamków prostych, bez oblicza-
nia ich wspóªczynników w licznikach.

(a) f(x) =
x− 3

(x− 1)3(2x− 1)(x2 + x+ 3)(x2 + 3)2

(b) f(x) =
x2

(x2 + 4x+ 3)(x2 + 4x+ 4)(x2 + 4x+ 5)

(c) f(x) =
x3

(x2 − 5)3(x2 + 5)3

15. Rozªo»y¢ poni»sze funkcje na rzeczywiste uªamki proste.

(a) f(x) =
2x+ 1

x2 − 4x+ 3

(b) f(x) =
x2

x3 + 2x2 − x− 2

(c) f(x) =
5

x3 − 3x+ 2

(d) f(x) =
x2 − 4x− 3

x3 + x+ 2

(e) f(x) =
−4x2 + 26x− 34

x4 − 8x3 + 18x2 − 27

(f) f(x) =
2x3 + 4x2 + 6x+ 9

x4 + 5x2 + 6

(g) f(x) =
x3 + 2x+ 1

x4 + 2x2 + 1
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16. Rozªo»y¢ poni»sze funkcje na sum¦ wielomianu i rzeczywistych uªamków prostych.

(a) f(x) =
5x5 + x− 1

x3 + x2

(b) f(x) =
4x2 + x− 1

x2 − 3x+ 2

17. (?) Dana jest funkcja wymierna wªa±ciwa f(x) =
P (x)

Q(x)
taka, »e wielomiany P i Q nie maj¡ wspólnych

czynników.

(a) Udowodni¢, »e w jej rozkªadzie na uªamki proste uªamki o mianownikach z najwy»sz¡ mo»liw¡
pot¦g¡ musz¡ si¦ pojawi¢.

Czyli np. dla
P (x)

x3(x2 + 1)2
musz¡ pojawi¢ si¦ uªamki

A

x3
oraz

ax+ b

(x2 + 1)2
natomiast

B

x2
,
C

x
oraz

Dx+ E

x2 + 1
mog¡ nie wyst¡pi¢.

(b) Udowodni¢, »e w przypadku uªamka prostego pierwszego rodzaju o mianowniku z najwy»sz¡
mo»liw¡ pot¦g¡ przy obliczaniu jego licznika popularna "metoda wstawiania" - przemno»y¢
równanie
P (x)

Q(x)
= suma uªamków prostych

przez Q, a potem wstawi¢ za x odpowiedni pierwiastek Q - prowadzi zawsze do równania z
jedn¡ niewiadom¡, któr¡ jest szukany licznik tego uªamka.

Na tej podstawie wyprowadzi¢ wzór ogólny na posta¢ takiego uªamka.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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