Lista 3. Macierze i wyznaczniki.

1 2 2 3 1 L0
1. Niech A = , B = ,C=12|,D=[05 —2]andE= |0 2
3 4 0 5
1 3 1
Obliczy¢ wszystkie mozliwe iloczyny postaci XY oraz XY, gdzie X,Y € {A, B,C, D, E}.

2. Zbadagé jaki jest efekt mnozenia macierzy A przez macierz diagonalng

(a) z lewej strony,

(b) z prawej strony.

w

(a) Wykazac, ze dla dowolnych macierzy A, B kwadratowych wymiaru 2 macierz K = AB — BA

moze by¢ przedstawiona w postaci K = [ i —yx }
Wywnioskowaé stad, ze K? = c¢- I dla pewnej stalej c.
(b) Pokaza¢ na przyktadzie, ze powyzsza wlasnosé nie musi zachodzi¢ dla macierzy A, B o wymi-
arach wiekszych niz 2.
4. (Przyklady zastosowania macierzy w geometrii. Przed przystapieniem do zadania prosze przeczytac
wprowadzenie z ostatniej strony.)

Korzystajac z odpowiednich macierzy wyznaczy¢ wspotrzedne obrazu punktu P = (—1, 3) wzgledem
(a) symetrii wzgledem prostej y = 2z,
(b
(

)
) rzutu prostopadlego na prosta y = —4z,
¢) obrotu wokot (0,0) o kat 120°, przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara,
g
)
)

d) obrotu wokot (0,0) o kat 45°, zgodnie z ruchem wskazowek zegara,

(e

1
rzutu prostopadtego na prosta y = x, a nastepnie symetrii wzgledem prostej y = —51’.

5. (*) Korzystajac z odpowiedniej macierzy uzasadnié, ze jezeli funkcja f posiada swoja funkcje odwrotna
f~1 to wykresy fi f~! sg do siebie symetryczne wzgledem prostej y = .

6. Dla ponizszych macierzy odgadnaé¢ wzory na ich n-te potegi oraz udowodnié¢ te wzory przez indukcje.
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@ o1
1 1
CRESe
(C) [ cosa —sina
_sina cosa |’

T 1 —a? 2a
1+a2 14a2
(d) 2a 1—a? |

L 14+ a2 1442



1 a
1+a?2 1+a?
(e) a a® !
L 14+a? 1+a?
1 0 1]
® o1 0],
|10 1|
[ 1 1 1]
(€) |0 1 171,
00 1|
[ ay a9 as ... Qp ]
ay a9 as ... Qp
(h) | @ a2 az ... Gn | (macierz kwadratowa wymiaru n o jednakowych wierszach).
a; a2 as ... Qp

7. Rozwiazaé ponizsze rOwnania macierzowe.

35 7 2
() [0 2 0|-X=]8],
111 3
3T
123
(b)X-[246]: 51 —[6 10 14 ],
7

4 0
2 _
(g) () aX +0XT = Iun, a,b#0.
8. (%)

(a) Udowodnié¢, ze jezeli A = [ajlnxn 1 B = [bijlnxn 8 macierzami diagonalnymi to AB tez jest
diagonalna. Ponadto przekatna AB jest zbior {aj1b11, asebss, ..., Gnpbun }-

(b) Udowodni¢, ze analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy trojkatnych dolnych oraz
trojkatnych gornych.

9. Udowodni¢, ze

(a) jezeli A jest macierza kwadratowa to A + AT jest symetryczna, a A — AT i AT — A sa
antysymetryczne,



(b) dla dowolnej macierzy B macierze BBT i BT B sa symetryczne.
10. Wykazaé, ze jezeli A and B sa przemienne to

(a) sa kwadratowe tego samego wymiaru,
(b) ABBA = BABA = A?B?,

(c) (A+B)?= A2+ 2AB + B?,

(d) (A + B) — A®+£3A2B + 3AB? + B®,
() A4*— B* = (A— B)(A+ B),

(f) A3+ B®=(A+ B)(A*>F AB + B?).

11. (*) Znalez¢ wszystkie macierze przemienne z kazda macierza kwadratowa wymiaru n.

12. Znane wiasnodci liczb tom. in. 22 =0 2 =0,22 =1 s =Florazay=0&2=0Vy = 0.
Wykazaé¢, ze podobne wlasnosci w przypadku macierzy kwadratowych nie musza by¢ prawdziwe.

Inaczej moéwiac, znalezé przyktady takich macierzy X, Y dla ktérych

(a) X2=0ale X #0,
(b) X?=Tale X #1 oraz X # —1I
(c) X#Y i1 XY =0ale X #0oraz Y # 0.

13. Obliczy¢ wyznaczniki ponizszych macierzy.
15
@ g1

cosa —Ssin«
sinae cosa |’

C 1 — a? 2a
14+a2 1+a2
(C) 2a 1—a? |
| 1+ a? 14+ a?
i 1 a
14+a2 1+a?
| 14+a2 14+a?
1 0 1]
(e) 01 0],
| 1 0 1 ]
1 1 1]
(f) 21 11,
_3 2 a |
(3 -1 1
(g) 2 0 1 —CL13><3.
0o 2 1



11 1 3
. 20 1 1 .
14. Niech A = s 9 5 3 | Rozwinaé¢ det(A) wzgledem
70 -1 =2

(a) pierwszego wiersza,

(b) drugiej kolumny.
Nastepnie obliczy¢ det(A).

15. Udowodni¢ przez indukcje, ze wyznacznik macierzy trojkatnej jest iloczynem elementow z jej przekat-
nej.

16. Obliczy¢ ponizsze wyznaczniki.

1 5 6 -3 4
1 4 7 8 -5
|2 9 -1 3 3
2 -10 7 1 6
~1 -3 7 -2 4

6 3 2 —1 -8
2 1.0 0 -5
(by | -4 2 7 3 8 |
5 29 6 7
-2 3 7 =2 a
a a a a a
b a a a a
b b a a a
€ |. . . :
b b b a a
b b b b a
nxn
a b 0 0 0 0
0O a b O 0 0
0 0 a b 0 0
(d) 0 00 a 0 0 :
0000 ... ab
b 0 0 0 . 0 a
nxn
a b b . b b
b a b . b b
b b a . b b
et
b b b ... ab
b b b ... D e

17. (*) Kazdy element macierzy A, jest funkcja liniowa zmiennej x (moze by¢ stala). Wykaza¢, ze
det(A) jest wielomianem zmiennej x. Jaka moze by¢ wartosé¢ jego stopnia? Skonstruowaé¢ odpowied-
nie przyktady, postawi¢ hipoteze i poda¢ dowod.
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18. Ponizsze macierze zaleza od pewnych parametrow rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci tych
parametrow dla ktorych macierze te sa osobliwe.

Q);;zﬁily

2 2cos
| 2cosa 3cos(2a) |’

[ z+1 1 -1
(c) 3 x? 3 ,
i 2?—=2 1 22-2
[ 1 2
(d |1 e —-11{,
i 2 —1 4e*
[0 1 1
(e) 1 0 1 — )\]3><3
i 1 10
1 1 1 1
2 1 1 1
(f) 3 2 1 11
a* a® a® a

aq bl C1 dl

..l ay by co dy

19. Jezeli as by cs dy
ay b4 Cy d4

= x to obliczy¢

ay b4 Cy d4

as bg C3 d3
(a) (05} bQ Co dg ’
aq bl C1 d1

de ds dy dy
Cy C3 Co
(b) by b3 by by |

ay az a2 ai

aq bl C1 dl
(C) 2&2 2b2 262 2d2

3&3 3b3 363 3d3
4@4 4b4 404 4d4

al b]_ Cl d].
(d) ai; + as b1+bz Cc1 + C d1+d2
ay + as + as b1+b2—|—b3 C1+ Cy+C3 d1+d2+d3 ’

ap+ag+ag+as by +by+bs+by ci+coteztes di+de+dz+dy

ai + as b1+bg 1+ d1+d2
(e> az + as b2 + b3 Co + C3 dg + d3
as + aq b3+b4 Cc3 + ¢4 d3+d4
ag+ay by+0b cy+e dy+dy




20. Wiadomo, ze A = Asxs ma det(A) = 2. Obliczy¢

(a) det(2A4),
(b) det(AAT A),
(c) det(—3A%),
(d) det (A™ (AT)"), m,n € NT,

21. Obliczy¢ det(A) jezeli det(2A?) = 144 oraz det(3AT) = 243.

22. Wyznaczy¢ rzedy ponizszych macierzy.

101
a) |0 1 0],
101
(2 5 7 6
b) |1 3 4 5 |,
|8 -7 1 -2
(25 7 1 8
¢ |01 3 4 1
231 -7 6

23. Wyznaczy¢ rzedy ponizszych macierzy w zaleznosci od parametru a € R.

1 a 2
(a) | 2 3 71,
|1 0 1
(o 1 1
(b)y | 1 a 1],
_1 1 a |
[ 1 a a a
(¢) |1 1 a al,
11 1 a
(2 5 7 a 8
(d) 01 3 4 a
|2 31 -76

24. Niech A # 0. Udowodni¢ réwnowazno$c:

rzad A jest rowny 1 <= wszystkie wiersze A sg proporcjonalne.

25. Ponizsze macierze zaleza od pewnych parametrow rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci tych
parametrow dla ktorych macierze te sg odwracalne. Nastepnie wyznaczy¢ ich macierze odwrotne
korzystajac ze wzoru wyznacznikowego.

@ g0

(b) { cosa —sina }

sine  cosa



T 1 —a? 2a
1+a2 14a?
(C) 2a 1—a® |’
| 1+ a? 14 a?
i 1 a
1 2 1 2
(d) —za _gQCL s
| 14+a2 14+a?
[ 1 0 z ]
(e) |1 1 01,
|11 2
1 1 1]
(f) 1 2 21,
_1 2 x|
[ z+1 1 -1
(2) 3 2 3 |,
_12—2 1 22-2
1 0 0 0
1 1 0 0
(h) 2
1 1 -1 0
[ p 1 1 1

26. Metoda eliminacji wyznaczy¢ macierze odwrotne do podanych ponizej.

1 21
() | -1 1 0 |,
112
(1 0 =z
M |11 0],
11 2
(2 100
0210
© 19021/
100 2
10 0 0
1 Yoo

(d) 2
11 =10
| p 1 1 1

27. Niech A # 0 bedzie macierzg dla ktorej A*¥ = 0 dla pewnego k& € NT. Wykazaé¢, ze macierza
odwrotng do I — Ajest (I — A) L =T+ A+ A2+ A3+ .. + AL

28. Uzywajac odpowiednich macierzy odwrotnych rozwiaza¢ ponizsze rownania macierzowe.

35 7 2
@ 020 x=|8],
111 3



[ cosa —sina
(b)X'_sinoz COS (v ]_{
(1 0 0 0 1
0200 1
@ XV o030]|=|1
0 0 0 4 1
1 00
(d) ; _32}-)( 110
11 3
[ 1 —a? 2a
1+a? 1+4a? LY.
(e) 2a 1—a X
| 1+ a? 14+ a2
() 3_32}~X+2X_{

N = =



Wprowadzenie do zastosowania macierzy w geometrii.

Rozpatrujemy przeksztalcenia geometryczne na ptaszczyznie XY lub w przestrzeni XY Z. Chodzi
wiec o funkcje postaci F'(P) = Q, gdzie P jest punktem z przestrzeni R? lub R3, a @ jest jego
obrazem. Rownowazna forma takich funkeji to F\(4) = v, gdzie 4 = O7>’ jest wektorem pozycyjnym

punktu P, a u = @ jest wektorem pozycyjnym punktu ). Wektory te czesto zapisujemy kolum-
nowo.

Wsréd wielu przeksztatcen geometrycznych najistotniejsza klasg sa tzw. przeksztalcenia liniowe.
Sa to takie przeksztatcenia T', ktore zachowuja operacje dodawania wektoréw i mnozenia przez liczbe,
tzn. T(4 + ) = T(4) + T'(V) oraz T'(c- @) = c¢-T(ud), ¢ € R. W szczegblnodei, obrazem wektora
zerowego jest wektor zerowy.

Dowodzi sie, ze kazde takie przeksztalcenie ma wzoér postaci

T(i) =7 =A- 14,

gdzie macierz A jest nazywana macierzg przeksztatcenia T', a wektory @ i ¢ sg zapisane kolumnowo
czyli jako macierze o jednej kolumnie.

Zatem np. w przypadku przeksztalcen na ptlaszczyznie XY jezeli punkt @@ = (2/,y’) jest obrazem
punktu P = (z,y) przez przeksztalcenie T' o macierzy A to A jest kwadratowa wymiaru 2 i spetnione
jest rOwnanie macierzowe

co pozwala szybko wyznaczy¢ obraz P przy pomocy mnozenia odpowiednich macierzy.

Przeksztalcenia liniowe sg istotne, gdyz wsrod nich wystepuje wiele najpopularniejszych przeksz-
talcenn geometrycznych, takich jak obroty, symetrie, rzuty i skalowania. Oto kilka najpopularniejszych
przeksztalcen w R? i ich macierze.
e Obrot (rotacja) wokol punktu (0,0) o kat o A = [ cosa T a }
sina  cosa

e Symetria wzgledem prostej przechodzacej przez punkt (0,0) i o kacie nachylenia do osi OX

réownym o: A = cos(2a)  sin(2a) }

sin(2a)  — cos(2a)
1—a? 2a
W przypadku prostej y = az daje to macierz A = | 1 "2|'aCL2 11""_“;2

1+a2 1+a2

1
cos’a = sin(2a)
e Rzut prostopadly na powyzsza prosta: A = 2

% sin(2a)  sin®a

1 a
W przypadku prostej y = az daje to macierz A= | 1 4(‘1&2 1 —C|L—2a2
14+a? 1+a?



Analogicznie, znane sa macierze (wymiaru 3) najpopularniejszych przeksztalcenn w R3.

Na koniec, w przypadku sktadania przeksztatcen réwniez pojawia sie mnozenie macierzy. Jezeli
przeksztalcenie liniowe 77 ma macierz A;, a przeksztalcenie T, ma macierz A, to ztozenie Ty o T =
T5(T7) jest przeksztalceniem o macierzy A, - A; (kolejno$é mnozenia jest istotna). To pokazuje, ze
mnozenie macierzy nie powinno by¢ kojarzone z mnozeniem liczb tylko ze sktadaniem funkcji.

Krzysztof ,, E1 Profe” Michalik
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