
Lista 3. Macierze i wyznaczniki.

1. Niech A =

[
1 2
3 4

]
, B =

[
2 3
0 5

]
, C =

 1
2
1

, D =
[
0 5 −2

]
and E =

 1 0
0 2
3 1

.
Obliczy¢ wszystkie mo»liwe iloczyny postaci XY oraz XY T , gdzie X, Y ∈ {A,B,C,D,E}.

2. Zbada¢ jaki jest efekt mno»enia macierzy A przez macierz diagonaln¡

(a) z lewej strony,

(b) z prawej strony.

3. (a) Wykaza¢, »e dla dowolnych macierzy A,B kwadratowych wymiaru 2 macierz K = AB − BA

mo»e by¢ przedstawiona w postaci K =

[
x y
z −x

]
.

Wywnioskowa¢ st¡d, »e K2 = c · I dla pewnej staªej c.

(b) Pokaza¢ na przykªadzie, »e powy»sza wªasno±¢ nie musi zachodzi¢ dla macierzy A,B o wymi-
arach wi¦kszych ni» 2.

4. (Przykªady zastosowania macierzy w geometrii. Przed przyst¡pieniem do zadania prosz¦ przeczyta¢
wprowadzenie z ostatniej strony.)

Korzystaj¡c z odpowiednich macierzy wyznaczy¢ wspóªrz¦dne obrazu punktu P = (−1, 3) wzgl¦dem

(a) symetrii wzgl¦dem prostej y = 2x,

(b) rzutu prostopadªego na prost¡ y = −4x,
(c) obrotu wokóª (0, 0) o k¡t 120◦, przeciwnie do ruchu wskazówek zegara,

(d) obrotu wokóª (0, 0) o k¡t 45◦, zgodnie z ruchem wskazówek zegara,

(e) rzutu prostopadªego na prost¡ y = x, a nast¦pnie symetrii wzgl¦dem prostej y = −1

2
x.

5. (?)Korzystaj¡c z odpowiedniej macierzy uzasadni¢, »e je»eli funkcja f posiada swoj¡ funkcj¦ odwrotn¡
f−1 to wykresy f i f−1 s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem prostej y = x.

6. Dla poni»szych macierzy odgadn¡¢ wzory na ich n-te pot¦gi oraz udowodni¢ te wzory przez indukcj¦.

(a)

[
1 5
0 1

]
,

(b)

[
1 1
2 2

]
,

(c)

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
,

(d)

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

,
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(e)

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

,
(f)

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

,
(g)

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

,

(h)


a1 a2 a3 . . . an
a1 a2 a3 . . . an
a1 a2 a3 . . . an
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 . . . an

 (macierz kwadratowa wymiaru n o jednakowych wierszach).

7. Rozwi¡za¢ poni»sze równania macierzowe.

(a)

 3 5 7
0 2 0
1 1 1

 ·X =

 2
8
3

,
(b) X ·

[
1 2 3
2 4 6

]
= 2

 3
5
7

T

−
[
6 10 14

]
,

(c) XT =

[
2 −1
0 1

]
·X ·

[
3 0

]
,

(d) X ·XT =

[
1 −2
2 −3

]
·X,

(e) X2 =

[
4 0
−1 1

]
,

(f) X2 =

[
4 0
0 4

]
,

(g) (?) aX + bXT = In×n, a, b 6= 0.

8. (?)

(a) Udowodni¢, »e je»eli A = [aij]n×n i B = [bij]n×n s¡ macierzami diagonalnymi to AB te» jest
diagonalna. Ponadto przek¡tn¡ AB jest zbiór {a11b11, a22b22, ..., annbnn}.

(b) Udowodni¢, »e analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy trójk¡tnych dolnych oraz
trójk¡tnych górnych.

9. Udowodni¢, »e

(a) je»eli A jest macierz¡ kwadratow¡ to A+ AT jest symetryczna, a A− AT i AT − A s¡

antysymetryczne,
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(b) dla dowolnej macierzy B macierze BBT i BTB s¡ symetryczne.

10. Wykaza¢, »e je»eli A and B s¡ przemienne to

(a) s¡ kwadratowe tego samego wymiaru,

(b) ABBA = BABA = A2B2,

(c) (A±B)2 = A2 ± 2AB +B2,

(d) (A±B)3 = A3 ± 3A2B + 3AB2 ±B3,

(e) A2 −B2 = (A−B)(A+B),

(f) A3 ±B3 = (A±B)(A2 ∓ AB +B2).

11. (?) Znale¹¢ wszystkie macierze przemienne z ka»d¡ macierz¡ kwadratow¡ wymiaru n.

12. Znane wªasno±ci liczb to m. in. x2 = 0 ⇔ x = 0, x2 = 1 ⇔ x = ±1 oraz xy = 0 ⇔ x = 0 ∨ y = 0.
Wykaza¢, »e podobne wªasno±ci w przypadku macierzy kwadratowych nie musz¡ by¢ prawdziwe.
Inaczej mówi¡c, znale¹¢ przykªady takich macierzy X, Y dla których

(a) X2 = 0 ale X 6= 0,

(b) X2 = I ale X 6= I oraz X 6= −I
(c) X 6= Y i XY = 0 ale X 6= 0 oraz Y 6= 0.

13. Obliczy¢ wyznaczniki poni»szych macierzy.

(a)

[
1 5
6 1

]
,

(b)

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
,

(c)

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

,

(d)

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

,
(e)

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

,
(f)

 1 1 1
2 1 1
3 2 a

,
(g)

 3 −1 1
2 0 1
0 2 1

− aI3×3.
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14. Niech A =


1 1 1 3
2 0 1 1
3 2 5 3
7 0 −1 −2

. Rozwin¡¢ det(A) wzgl¦dem

(a) pierwszego wiersza,

(b) drugiej kolumny.

Nast¦pnie obliczy¢ det(A).

15. Udowodni¢ przez indukcj¦, »e wyznacznik macierzy trójk¡tnej jest iloczynem elementów z jej przek¡t-
nej.

16. Obliczy¢ poni»sze wyznaczniki.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 6 −3 4
1 4 7 8 −5
2 9 −1 3 3
−2 −10 7 1 6
−1 −3 7 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 3 2 −1 −8
2 1 0 0 −5
−4 2 7 3 8
5 2 9 6 7
−2 3 7 −2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a . . . a a
b a a . . . a a
b b a . . . a a
...

...
...

. . .
...

...
b b b . . . a a
b b b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 0 . . . 0 0
0 a b 0 . . . 0 0
0 0 a b . . . 0 0
0 0 0 a . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . a b
b 0 0 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

(e) (?)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b b
b a b . . . b b
b b a . . . b b
...

...
...

. . .
...

...
b b b . . . a b
b b b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

.

17. (?) Ka»dy element macierzy An×n jest funkcj¡ liniow¡ zmiennej x (mo»e by¢ staªa). Wykaza¢, »e
det(A) jest wielomianem zmiennej x. Jaka mo»e by¢ warto±¢ jego stopnia? Skonstruowa¢ odpowied-
nie przykªady, postawi¢ hipotez¦ i poda¢ dowód.
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18. Poni»sze macierze zale»¡ od pewnych parametrów rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci tych
parametrów dla których macierze te s¡ osobliwe.

(a)

[
1 2
p p3 − 1

]
,

(b)

[
2 2 cosα

2 cosα 3 cos(2α)

]
,

(c)

 x+ 1 1 −1
3 x2 3

x2 − 2 1 x2 − 2

,
(d)

 1 3 2
1 ex −1
2 −1 4ex

,
(e)

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

− λI3×3.

(f)


1 1 1 1
2 1 1 1
3 2 1 1
a4 a3 a2 a

,

19. Je»eli

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x to obliczy¢

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 b4 c4 d4
a3 b3 c3 d3
a2 b2 c2 d2
a1 b1 c1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣,

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
d4 d3 d2 d1
c4 c3 c2 c1
b4 b3 b2 b1
a4 a3 a2 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣,

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 d1
2a2 2b2 2c2 2d2
3a3 3b3 3c3 3d3
4a4 4b4 4c4 4d4

∣∣∣∣∣∣∣∣,

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 d1

a1 + a2 b1 + b2 c1 + c2 d1 + d2
a1 + a2 + a3 b1 + b2 + b3 c1 + c2 + c3 d1 + d2 + d3

a1 + a2 + a3 + a4 b1 + b2 + b3 + b4 c1 + c2 + c3 + c4 d1 + d2 + d3 + d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + a2 b1 + b2 c1 + c2 d1 + d2
a2 + a3 b2 + b3 c2 + c3 d2 + d3
a3 + a4 b3 + b4 c3 + c4 d3 + d4
a4 + a1 b4 + b1 c4 + c1 d4 + d1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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20. Wiadomo, »e A = A5×5 ma det(A) = 2. Obliczy¢

(a) det(2A),

(b) det(AATA),

(c) det(−3A2),

(d) det
(
Am
(
AT
)n)

, m,n ∈ N+,

21. Obliczy¢ det(A) je»eli det(2A2) = 144 oraz det(3AT ) = 243.

22. Wyznaczy¢ rz¦dy poni»szych macierzy.

(a)

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

,
(b)

 2 5 7 6
1 3 4 5
8 −7 1 −2

,
(c)

 2 5 7 1 8
0 1 3 4 1
2 3 1 −7 6

.
23. Wyznaczy¢ rz¦dy poni»szych macierzy w zale»no±ci od parametru a ∈ R.

(a)

 1 a 2
2 3 7
1 0 1

,
(b)

 a 1 1
1 a 1
1 1 a

,
(c)

 1 a a a
1 1 a a
1 1 1 a

,
(d)

 2 5 7 a 8
0 1 3 4 a
2 3 1 −7 6

.
24. Niech A 6= 0. Udowodni¢ równowa»no±¢:

rz¡d A jest równy 1 ⇐⇒ wszystkie wiersze A s¡ proporcjonalne.

25. Poni»sze macierze zale»¡ od pewnych parametrów rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci tych
parametrów dla których macierze te s¡ odwracalne. Nast¦pnie wyznaczy¢ ich macierze odwrotne
korzystaj¡c ze wzoru wyznacznikowego.

(a)

[
1 5
6 p

]
,

(b)

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
,
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(c)

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

,

(d)

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

,
(e)

 1 0 x
1 1 0
1 1 2

,
(f)

 1 1 1
1 2 2
1 2 x

,
(g)

 x+ 1 1 −1
3 x2 3

x2 − 2 1 x2 − 2

,

(h)


1 0 0 0

1
1

2
0 0

1 1 −1 0
p 1 1 1

.
26. Metod¡ eliminacji wyznaczy¢ macierze odwrotne do podanych poni»ej.

(a)

 1 2 1
−1 1 0
1 1 2

,
(b)

 1 0 x
1 1 0
1 1 2

,

(c)


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
1 0 0 2

,

(d)


1 0 0 0

1
1

2
0 0

1 1 −1 0
p 1 1 1

.
27. Niech A 6= 0 b¦dzie macierz¡ dla której Ak = 0 dla pewnego k ∈ N+. Wykaza¢, »e macierz¡

odwrotn¡ do I − A jest (I − A)−1 = I + A+ A2 + A3 + ...+ Ak−1.

28. U»ywaj¡c odpowiednich macierzy odwrotnych rozwi¡za¢ poni»sze równania macierzowe.

(a)

 3 5 7
0 2 0
1 1 1

 ·X =

 2
8
3

,
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(b) X ·
[
cosα − sinα
sinα cosα

]
=

[
1 −2
2 −3

]
,

(c) X ·


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

 =


1 1 1 −2
1 1 2 −3
1 1 1 1
1 2 3 4

,

(d)

[
1 −2
2 3

]
·X ·

 1 0 0
1 1 0
1 1 3

 =

[
1 −2 0
2 −3 0

]
,

(e)

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

 ·X · [ a −1
1 a

]
=

[
1 −2
2 3

]
,

(f)

[
1 −2
2 3

]
·X + 2X =

[
1 −2
2 −3

]
,

(g) X · (I −X)−1 =

[
1 2
3 4

]
.
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Wprowadzenie do zastosowania macierzy w geometrii.

Rozpatrujemy przeksztaªcenia geometryczne na pªaszczy¹nie XY lub w przestrzeni XY Z. Chodzi
wi¦c o funkcje postaci F (P ) = Q, gdzie P jest punktem z przestrzeni R2 lub R3, a Q jest jego

obrazem. Równowa»na forma takich funkcji to F (~u) = ~v, gdzie ~u =
−→
OP jest wektorem pozycyjnym

punktu P , a ~u =
−→
OQ jest wektorem pozycyjnym punktu Q. Wektory te cz¦sto zapisujemy kolum-

nowo.

W±ród wielu przeksztaªce« geometrycznych najistotniejsz¡ klas¡ s¡ tzw. przeksztaªcenia liniowe.
S¡ to takie przeksztaªcenia T , które zachowuj¡ operacje dodawania wektorów i mno»enia przez liczb¦,
tzn. T (~u + ~v) = T (~u) + T (~v) oraz T (c · ~u) = c · T (~u), c ∈ R. W szczególno±ci, obrazem wektora
zerowego jest wektor zerowy.

Dowodzi si¦, »e ka»de takie przeksztaªcenie ma wzór postaci

T (~u) = ~v = A · ~u,

gdzie macierz A jest nazywana macierz¡ przeksztaªcenia T , a wektory ~u i ~v s¡ zapisane kolumnowo
czyli jako macierze o jednej kolumnie.

Zatem np. w przypadku przeksztaªce« na pªaszczy¹nie XY je»eli punkt Q = (x′, y′) jest obrazem
punktu P = (x, y) przez przeksztaªcenie T o macierzy A to A jest kwadratowa wymiaru 2 i speªnione
jest równanie macierzowe [

x′

y′

]
= A ·

[
x
y

]
,

co pozwala szybko wyznaczy¢ obraz P przy pomocy mno»enia odpowiednich macierzy.

Przeksztaªcenia liniowe s¡ istotne, gdy» w±ród nich wyst¦puje wiele najpopularniejszych przeksz-
taªce« geometrycznych, takich jak obroty, symetrie, rzuty i skalowania. Oto kilka najpopularniejszych
przeksztaªce« w R2 i ich macierze.

• Obrót (rotacja) wokóª punktu (0, 0) o k¡t α: A =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
.

• Symetria wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez punkt (0, 0) i o k¡cie nachylenia do osi OX

równym α: A =

[
cos(2α) sin(2α)
sin(2α) − cos(2α)

]
.

W przypadku prostej y = ax daje to macierz A =

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

.

• Rzut prostopadªy na powy»sz¡ prost¡: A =

 cos2 α
1

2
sin(2α)

1

2
sin(2α) sin2 α

.
W przypadku prostej y = ax daje to macierz A =

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

.
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Analogicznie, znane s¡ macierze (wymiaru 3) najpopularniejszych przeksztaªce« w R3.

Na koniec, w przypadku skªadania przeksztaªce« równie» pojawia si¦ mno»enie macierzy. Je»eli
przeksztaªcenie liniowe T1 ma macierz A1, a przeksztaªcenie T2 ma macierz A2 to zªo»enie T2 ◦ T1 =
T2(T1) jest przeksztaªceniem o macierzy A2 · A1 (kolejno±¢ mno»enia jest istotna). To pokazuje, »e
mno»enie macierzy nie powinno by¢ kojarzone z mno»eniem liczb tylko ze skªadaniem funkcji.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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