
Lista 4. Ukªady równa« liniowych.

1. Niech a, b, α ∈ R b¦d¡ parametrami, a x, y, z niewiadomymi. U»ywaj¡c wzorów Cramera rozwi¡za¢
poni»sze ukªady równa«.

a)

{
6x+ 25y = −1
−x+ y = 2

b)

{
x cosα− y sinα = a
x sinα + y cosα = b

c)


1− a2

1 + a2
x+

2a

1 + a2
y = 1

2a

1 + a2
x− 1− a2

1 + a2
y = a

d)


1

1 + a2
x+

a

1 + a2
y = −a

a

1 + a2
x+

a2

1 + a2
y = 1

e)


1

1 + a2
x+

a

1 + a2
y = 1

a

1 + a2
x+

a2

1 + a2
y = 1

f)


x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2
x+ 3y + 8z = 1

g)


x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2
2x+ 3y + 4z = 6

2. Rozwi¡za¢ - tam, gdzie jest to mo»liwe - ukªady z poprzedniego zadania metod¡ macierzy odwrotnej.

3. Rozwa»my poni»szy ukªad równa« z parametrem p ∈ R:
x+ (p+ 2)y + 2z + ps+ 3t = 0
x+ py + 6z + (p+ 4)s+ 2z = 0
−x− (p+ 2)y − z − (p− 2)s+ (p− 3)t = 0
2x+ (2p+ 4)y + 4z + (2p+ 1)s+ 3t = 0
x+ (p+ 2)y + 4z + (p+ 2)s+ 5t = 5

(a) Znale¹¢ wszystkie warto±ci p dla których ukªad ten jest ukªadem Cramera.

(b) Dla p = 1 wyznaczy¢ warto±¢ zmiennej s korzystaj¡c ze wzorów Cramera.

4. Rozwi¡za¢ poni»sze ukªady równa« metod¡ eliminacji Gaussa.

a)


x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2
x+ 3y + 8z = 1

b)


x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2
2x+ 3y + 4z = 6

c)


x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2
2x+ 3y + 4z = 1

d)

{
x+ 2y + z = −1
x+ y + 3z = 2

e)


x− 2y + z = −4
x+ y + z = 1
2x− 3y + 5z = 10
5x− 6y + 18z = 19

f)


x+ 2y + z + t = 7
2x− y − z + 4t = 2
5x+ 5y + 2z + 7t = 1

g)


x+ 2y + z + t = 7
2x− y − z + 4t = −20
5x+ 5y + 2z + 7t = 1

h)


x− 2y + z − t = −4
2x− y − z + t = 1
x+ y + 2z − t = 5
x+ y − z + t = 4

i)


x+ 2y + 3z + t = 1
2x+ 4y − z + 2t = 2
3x+ 6y + 10z + 3t = 3
x+ y + z + t = 0

j)


3x+ y − 2t = 1
5x+ 2y + 2z − t = 5
x− y − 2t = −5
5x+ y + z − 3t = 0
−7x− 3y + z + 5t = −4

k)


x− y + z − 2s+ t = 0
3x+ 4y − z + s+ 3t = 1
x− 8y + 5z − 9s+ t = −1

l)



x− 3y + z − 2s+ t = −5
2x− 6y − 4s+ t = −10
2z + t = 0
−2x+ 6y + 2z + 4s = 10
−2x+ 6y + 4z + 4s+ t = 10
−x+ 3y + z + 2s = 5
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5. Rozwi¡za¢ ukªad równa«


x+ 2y + z = −1
x− y + 3z = 0
2x+ 3y − z = 1

wszystkimi trzema wspomnianymi metodami, tzn.

a) wzorami Cramera,

b) metod¡ macierzy odwrotnej,

c) metod¡ eliminacji Gaussa.

6. Wyznaczy¢ wszystkie p ∈ R dla których poni»sze ukªady maj¡ jednoznaczne rozwi¡zanie. Dla
pozostaªych p wyznaczy¢ rozwi¡zanie tych ukªadów.

a)


x+ 2y + z = −1
y + 3z = 2
x+ 3y + pz = 0

b)


(p+ 5)x+ 2y + 4z = 2
4x+ py + 2z = 2
3x+ y + 2z = 1

c)


x+ 4y − 2z = −p
3x+ 5y − pz = 3
px+ 3py + z = p

7. Wyznaczy¢ wszystkie p ∈ R dla których poni»sze ukªady posiadaj¡ rozwi¡zanie. Wyznaczy¢ to
rozwi¡zanie.

a)


x+ y + z = 1
2x− y + 3z = 5
x− 2y + 2z = p

b)


x+ 2y + z + t = 3
2x+ 3y − 5z + t = p
−x− y + 6z = 1

c)


x+ 2y − 3z = 2
−3x+ y − z = p
−2x+ 3y − 4z = p2

8. (?) Rozwa»amy ukªad równa« liniowych w postaci macierzowejAX = B, gdzieX to wektor niewiadomych.
Niech A 6= 0 b¦dzie macierz¡ kwadratow¡.

(a) Dla macierzy A wymiaru 2 przy pomocy twierdzenia Kroneckera-Capellego udowodni¢ nast¦pu-
j¡ce twierdzenie:

ukªad ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« ⇐⇒ wszystkie wyznaczniki zwi¡zane z ukªadem (czyli
wyznacznik A i wyznaczniki stowarzyszone z niewiadomymi) maj¡ warto±¢ 0.

Pokaza¢ ponadto, »e wtedy oba równania maj¡ te same rozwi¡zania (czyli wystarczy rozwi¡za¢
jedno z nich).

(b) Popularnym bª¦dem jest próba zastosowania tego twierdzenia dla macierzy A wymiaru wi¦k-
szego ni» 2. Poda¢ przykªad ukªadu dla którego wszystkie powy»sze wyznaczniki s¡ równe 0, a
mimo to ukªad jest sprzeczny.

9. Udowodni¢, »e je»eli ukªad równa« liniowych ma mniej równa« ni» niewiadomych to nie mo»e on
mie¢ jednoznacznego rozwi¡zania.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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