
Lista 5. Geometria wektorowa.

1. Korzystaj¡c z odpowiednich wektorów pokaza¢, »e w danym czworok¡cie punkt przeci¦cia si¦ przek¡t-
nych jest jednocze±nie ±rodkiem obu przek¡tnych dokªadnie wtedy, gdy czworok¡t jest równolegªobok-
iem.

2. Niech ~u b¦dzie wektorem pozycyjnym punktu A, a ~v b¦dzie wektorem pozycyjnym punktu B. Niech
P b¦dzie punktem z odcinka AB, który dzieli ten odcinek na 2 cz¦±ci w proporcji p : q, gdzie p, q > 0.

Inaczej mówi¡c,
|AP |
|BP |

=
p

q
. Znale¹¢ wektor pozycyjny punktu P .

3. Pokaza¢, »e ±rodki boków dowolnego czworok¡ta s¡ wierzchoªkami pewnego równolegªoboku.

4. Zbada¢, które z poni»szych wektorów ~u i ~v s¡

• równolegªe,

• prostopadªe.

(a) ~u = [12,−15], ~v = [−8, 10].
(b) ~u = [1, a], ~v = [−a, 1], a ∈ R.

(c) ~u = [e, e2, e3], ~v = [e4, e5, e6].

(d) ~u = [6, 7,−1], ~v = [−1, 1, 1].
(e) ~u = [6, 0,−1], ~v = [−54, 0, 9].
(f) ~u = [0, 0,−5], ~v = [0, 0, 7].

(g) ~u = [0, 7, 0], ~v = [3, 0, 5].

(h) ~u = [3,−6,−1], ~v = [−1, 2,−3].
(i) ~u = [a, a+ 1, a+ 2], ~v = [a+ 3, a+ 4, a+ 5], a ∈ R.

5. Niech ~u = [2, 2,−1]. Wyznaczy¢

(a) wektor jednostkowy w kierunku wektora ~u,

(b) wektor o dªugo±ci 4 i kierunku przeciwnym do ~u.

6. Je»eli wspóªrz¦dne danego wektora s¡ liczbami wymiernymi to jego dªugo±¢ i tak zazwyczaj jest
liczb¡ niewymiern¡. Istniej¡ jednak rzadkie wyj¡tki od tej reguªy.

Wykaza¢, »e dla dowolnej liczby n ∈ N+ dªugo±ci poni»szych wektorów s¡ liczbami naturalnymi.

(a) −→un = [4n, 4n2 − 1],

(b) −→vn = [2, 2n− 1, 2n2 − 2n+ 2].

7. Rozpatrzmy wektory ~u,~v ∈ Rn takie, »e ~u,~v 6= ~0 i nie s¡ ani równolegªe ani prostopadªe. Wa»nym
zagadnieniem jest rozkªad ~u na 2 skªadowe - równolegª¡ do ~v i prostopadª¡ do ~v. Oznacza to, »e

~u = −→uv +−→u⊥v , gdzie −→uv ‖ ~v i −→u⊥v ⊥ ~v.
~v oznacza ustalony kierunek referencyjny, a −→uv nazywamy rzutem ~u na ~v.
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(a) Udowodni¢, »e −→uv =
~u ◦ ~v
|~v|2

· ~v, a st¡d −→u⊥v = ~u− ~u ◦ ~v
|~v|2

· ~v.

(b) Dokona¢ tego rozkªadu dla

i. ~u = [−1, 1] , gdy ~v = [2, 3],

ii. ~u = [1, 2,−3], gdy ~v = [−1, 1, 2].

8. Wyznaczy¢, w radianach, dokªadn¡ warto±¢ k¡ta mi¦dzy poni»szymi wektorami ~u i ~v.

(a) ~u = [2, 1], ~v = [−3, 1].
(b) ~u = 2~i− 3~j, ~v = 5~i+ 2~j.

(c) ~u = [1, 0, 1], ~v = [1, 1, 0].

(d) ~u = 2~i−~j + ~k, ~v = −~i− 3~k.

9. Niech A = (1, 2). Wyznaczy¢ wszystkie punkty B z prostej x = −1 takie, »e k¡t mi¦dzy
−→
OA i

−−→
OB

wynosi 45◦.

10. Niech A = (5, 2, 1) i B = (3, 6, 3).Wyznaczy¢ wszystkie punkty C z osi X dla których

(a) A, B i C s¡ wierzchoªkami trójk¡ta,

(b) A, B and C s¡ wierzchoªkami trójk¡ta rozwartok¡tnego.

11. Niech ~u,~v ∈ R3 b¦d¡ wektorami niezerowymi i niech α oznacza k¡t mi¦dzy nimi.

(a) Dla 0 < α < π udowodni¢, korzystaj¡c z twierdzenia cosinusów dla odpowiedniego trójk¡ta, »e

~u ◦ ~v = |~u| · |~v| · cosα.
(b) Wykaza¢, »e wzór ten pozostaje prawdziwy dla α = 0 i α = π.

12. Znale¹¢ wszystkie wektory jednostkowe prostopadªe jednocze±nie do ~u = [1, 2, 1] i ~v = [1, 1,−1]
korzystaj¡c z

(a) iloczynu skalarnego,

(b) iloczynu wektorowego.

13. Niech ~u,~v ∈ R3 b¦d¡ wektorami niezerowymi.

(a) Pokaza¢, »e |~u× ~v|2 = |~u|2 · |~v|2 − (~u ◦ ~v)2.
(b) Wywnioskowa¢ st¡d, »e |~u× ~v| = |~u| · |~v| · sinα, gdzie α jest k¡tem mi¦dzy ~u i ~v.

14. ABCD jest równolegªobokiem takim, »e A = (1, 0, 2), B = (2, 3, 5), C = (1, 2, 7) i
−→
AB =

−−→
CD.

Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wierzchoªka D i pole tego równolegªoboku.

15. Niech A = (0, 5,−1), B = (0, 6, 1) i C = (x, 7, 4). Znale¹¢ wszystkie x ∈ R dla których pole trójk¡ta
ABC jest równe 3.

16. Je±li ~u,~v ∈ R2 i wektory te nie s¡ równolegªe to istnieje prostszy wzór ni» ten z R3 na pole
równolegªoboku rozpi¦tego na tych wektorach.
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(a) Poprzez rozszerzenie ~u,~v do wektorów z R3 udowodni¢, »e pole tego równolegªoboku jest dane

wzorem P =

∣∣∣∣det [ ~u~v
]∣∣∣∣, gdzie ~u,~v s¡ wektorami wierszowymi.

(b) Korzystaj¡c z tego wzoru obliczy¢ pole trójk¡ta o wierzchoªkach A = (1, 7), B = (3, 16) oraz
C = (−2, 59).

17. (a) Niech A,B,C ∈ R2 b¦d¡ wierzchoªkami pewnego trójk¡ta. Udowodni¢, »e je»eli wszystkie
wspóªrz¦dne tych punktów s¡ liczbami wymiernym to równie» pole tego trójk¡ta ma zawsze
warto±¢ wymiern¡.

(b) Pokaza¢, »e analogiczna wªasno±¢ nie jest prawdziwa dla A,B,C ∈ R3.

18. Udowodni¢, »e (~u× ~v) ◦ ~w = det

 ~u
~v
~w

, gdzie ~u,~v, ~w ∈ R3 s¡ wektorami wierszowymi.

19. Wektory ~u = [1, 2, 1], ~v = [1, 1,−1] i ~w = [−1, 2, 5] maj¡ wspólny pocz¡tek i rozpinaj¡ równolegªo±-
cian. Znale¹¢ obj¦to±¢ równolegªo±cianu oraz jego wysoko±¢ opuszczon¡ na podstaw¦ rozpi¦t¡ przez
~u i ~v.

20. Niech A = (1, 0, 2), B = (2, 3, 5) i C = (1, 2, 7). Znale¹¢ wszystkie punkty D z osi Z dla których

(a) obj¦to±¢ czworo±cianu ABCD jest równa 3,

(b) A,B,C,D s¡ wspóªpªaszczyznowe.
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