Lista 5. Geometria wektorowa.

1. Korzystajac z odpowiednich wektorow pokazac, ze w danym czworokacie punkt przeciecia sie przekat-
nych jest jednoczes$nie srodkiem obu przekatnych doktadnie wtedy, gdy czworokat jest rownolegtobok-
lem.

2. Niech « bedzie wektorem pozycyjnym punktu A, a v bedzie wektorem pozycyjnym punktu B. Niech

P bedzie punktem z odcinka AB, ktory dzieli ten odcinek na 2 cze$ci w proporcji p : ¢, gdzie p, g > 0.
|AP|

|BP|

Inaczej mowiac, — P Znales¢ wektor pozycyjny punktu P.
q

3. Pokazaé, ze srodki bokéw dowolnego czworokata sa wierzchotkami pewnego réwnolegtoboku.
4. Zbadac, ktore z ponizszych wektoréw u i v sa

e rownolegle,

e prostopadte.

(a

) 4=
(b) ©w=11,a],"=[-a,1],a € R
(c) @ =[e,e? e, T=[e* e, e
(d) u=16,7,—-1], v =[-1,1,1]
(e) uw=1[6,0,—1], ¥ =[-54,0,9]
(f) @=1[0,0,-5], 7= [0,0,7]
(g) @=1[0,7,0], 7= [3,0,5]
(h) @ =1[3,-6,—1], v =[-1,2,-3].
) = la,
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5. Niech @ = [2,2,—1]. Wyznaczy¢

a,a+1l,a+2],"=Ja+3,a+4,a+5],a €R.

(a) wektor jednostkowy w kierunku wektora ,

(b) wektor o dtugosci 4 i kierunku przeciwnym do 4.

6. Jezeli wspolrzedne danego wektora sa liczbami wymiernymi to jego dtugos$¢ i tak zazwyczaj jest
liczba niewymierna. Istnieja jednak rzadkie wyjatki od tej reguty.

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby n € N, dlugosci ponizszych wektoréw sa liczbami naturalnymi.

(a) @, = [4n,4n? — 1],
(b) vy = [2,2n—1,2n% — 2n + 2).
7. Rozpatrzmy wektory u,v € R" takie, ze u, v # 0 i nie sa ani rownolegle ani prostopadte. Waznym
zagadnieniem jest rozktad « na 2 sktadowe - réwnolegta do @' i prostopadta do . Oznacza to, ze

u—uv—l—um,gdme u, HvluMLv

¥ oznacza ustalony kierunek referencyjny, a u, nazywamy rzutem @ na .
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(b) Dokonaé¢ tego rozkladu dla

(a) Udowodni¢, ze w, =

—
Niech A = (1,2). Wyznaczy¢ wszystkie punkty B z prostej x = —1 takie, ze kat miedzy OA i O?
wynosi 45°.

Niech A = (5,2,1) 1 B = (3,6, 3).Wyznaczy¢ wszystkie punkty C z osi X dla ktorych

(a) A, B i C sa wierzchotkami trojkata,
(b) A, B and C sa wierzchotkami trojkata rozwartokatnego.

Niech @, 7 € R? beda wektorami niezerowymi i niech o oznacza kat miedzy nimi.

(a) Dla 0 < a < 7 udowodni¢, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla odpowiedniego trojkata, ze
o v =|u|-|v]-cosa.
(b) Wykaza¢, ze wzor ten pozostaje prawdziwy dla « =01 o = .
Znalez¢ wszystkie wektory jednostkowe prostopadte jednoczesnie do @ = [1,2,1] i ¥ = [1,1,—1]
korzystajac z
(a) iloczynu skalarnego,

(b) iloczynu wektorowego.
Niech @, 7 € R? beda wektorami niezerowymi.

(a) Pokaza¢, ze |u x U|? = |a]? - |0])? — (@ o 7).

(b) Wywnioskowaé stad, ze | x ] = |U] - |U] - sin «r, gdzie « jest katem miedzy @ i ¥.

ABCD jest rownoleglobokiem takim, 7¢ A = (1,0,2), B = (2,3,5), C = (1,2,7) i AB = CD.
Wyznaczy¢ wspolrzedne wierzchotka D i pole tego réwnolegtoboku.

Niech A = (0,5,—1), B=1(0,6,1)i C = (z,7,4). Znalez¢ wszystkie x € R dla ktoérych pole trojkata
ABC jest rowne 3.

Jesli @,7 € R? i wektory te nie sg rownolegle to istnieje prostszy wzoér niz ten z R3 na pole
rownolegltoboku rozpietego na tych wektorach.
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(a) Poprzez rozszerzenie @, do wektorow z R? udowodnié, ze pole tego rownolegtoboku jest dane
det { Zﬁ 1
U
(b) Korzystajac z tego wzoru obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach A = (1,7), B = (3,16) oraz
C = (-2,59).

wzorem P = , gdzie u, U s wektorami wierszowymi.

(a) Niech A, B,C € R? beda wierzchotkami pewnego trojkata. Udowodni¢, ze jezeli wszystkie
wspotrzedne tych punktow s liczbami wymiernym to réwniez pole tego trojkata ma zawsze
warto$¢ wymierna.

(b) Pokaza¢, ze analogiczna wlasnosé nie jest prawdziwa dla A, B,C' € R3.

Udowodni¢, ze (4 x ¥) o w = det , gdzie i, U, € R? sa wektorami wierszowymi.

STRSTIR]

Wektory @ = [1,2,1], 7 = [1,1,—1] i & = [—1, 2, 5] maja wspolny poczatek i rozpinaja rownolegltos-
cian. Znalez¢ objetosé rownolegloscianu oraz jego wysokos$¢é opuszczong na podstawe rozpieta przez
uiv.

Niech A = (1,0,2), B=(2,3,5)1C = (1,2,7). Znalez¢ wszystkie punkty D z osi Z dla ktérych

(a) objetos¢ czworoscianu ABC'D jest réwna 3,

(b) A, B,C, D sa wspolplaszczyznowe.
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