
Lista 6. Proste i pªaszczyzny.

1. Znale¹¢ równanie ogólne oraz równanie parametryczne prostej, która

(a) przechodzi przez punkty (0, 0) i P = (1, 2),

(b) przechodzi przez punkty A = (2, 3) i B = (−1, 5),

(c) przechodzi przez punkt P = (3, 2) i jest równolegªa do prostej y = 2x,

(d) przechodzi przez punkt P = (3, 2) i jest prostopadªa do prostej y = 3x− 1.

2. Wyznaczy¢ (najkrótsz¡) odlegªo±¢ prostej y = 2x + 1 od

(a) punktu P = (3, 2),

(b) prostej −4x + 2y + 5 = 0,

(c) prostej 8x + 9y + 7 = 0.

3. Znale¹¢ wszystkie proste, które

(a) przechodz¡ przez pocz¡tek ukªadu, a ich odlegªo±¢ od punktu P = (1, 2) wynosi 1,

(b) ich odlegªo±¢ od prostej y = 2x + 1 wynosi 4.

4. Znale¹¢ równanie ogólne oraz równanie parametryczne pªaszczyzny która

(a) przechodzi przez punkt A = (2, 3, 5) i jest równolegªa do wektorów ~u = [1, 2, 3] oraz ~v = [0, 5, 2],

(b) przechodzi przez punkty A = (2, 3, 5), B = (1, 7, 0) i C = (4, 8, 1),

(c) przechodzi przez punkt P = (7, 3, 2) i jest równolegªa do pªaszczyzny Y Z,

(d) przechodzi przez pocz¡tek ukªadu i jest prostopadªa do prostej ª¡cz¡cej punkty A = (1, 2, 3) i
B = (7, 2, 0),

(e) przechodzi przez punkt P = (1,−1, 3) i zawiera o± Z.

5. Znale¹¢ równanie ogólne oraz równanie parametryczne prostej, która

(a) przechodzi przez punkty (0, 0, 0) i P = (1, 2, 4),

(b) przechodzi przez punkty A = (1, 2, 3) i B = (−1, 0, 5),

(c) jest cz¦±ci¡ wspóln¡ pªaszczyzn Π1 : x− y + z + 1 = 0 i Π2 : 2x− y + 3z = 0,

(d) przechodzi przez punkt P = (3, 2,−1) i jest równolegªa do osi Z.

6. Obiekt porusza si¦ w 3 wymiarach ze staª¡ pr¦dko±ci¡ ~v = [2,−2, 1], gdzie ka»da wspóªrz¦dna ~v jest
dana w m/s. Niech t oznacza czas mierzony w sekundach. W chwili t = 0 obiekt znajdowaª si¦ w
punkcie P0 = (1, 6,−7), gdzie ka»da wspóªrz¦dna dana jest w metrach.

(a) Wyznaczy¢ w postaci parametrycznej trajektorie ruchu obiektu jako funkcje czasu t.

(b) Wyznaczy¢ poªo»enie obiektu

• w chwili t = 5,

• 2 sekundy przed osi¡gni¦ciem punktu P0 .

(c) Znale¹¢ poªo»enie obiektu w momencie, gdy dotrze do pªaszczyzny XZ.

(d) Sprawdzi¢, czy obiekt osi¡gnie punkty A = (17,−10, 1) oraz B = (11,−4,−1).

(e) Wyznaczy¢ szybko±¢ obiektu oraz odlegªo±¢, któr¡ przebywa w czasie 4 sekund.
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7. Opisa¢ wzajemne poªo»enie poni»szych pªaszczyzn (równolegªe, identyczne, o wspólnej kraw¦dzi).

(a) Π1 : 3x− 2y + 3z + 1 = 0 i Π2 : x− y − z − 7 = 0,

(b) Π1 : 6x + 2y − 4z − 10 = 0 i Π2 : −3x− y + 2z + 5 = 0,

(c) Π1 : x− 2y + 3z = 0 i Π2 : 0.1x− 0.2y + 0.3z + 1 = 0,

(d) Π1 : x− 2y − 3z − 4 = 0 i Π2 :


x = 3− s + t
y = 2 + s− t
z = 1 + 2s + t

, s, t ∈ R,

(e) Π1 : x− 2y − 3z − 4 = 0 i Π2 :


x = 1 + s + t
y = 2s− t
z = −1− s + t

, s, t ∈ R,

(f) Π1 : x− 2y − 3z − 4 = 0 i Π2 :


x = 2− s− t
y = −4− 2s + t
z = 7 + s− t

, s, t ∈ R,

(g) Π1 :


x = 2 + s + t
y = 4− s
z = 5s + 3t

, s, t ∈ R, i Π2 :


x = 2 + a + b
y = 1− a− b
z = 2− 3a + 2b

, a, b ∈ R,

(h) Π1 :


x = s + t
y = s + 3t
z = −s− 2t

, s, t ∈ R, i Π2 :


x = a− 3b
y = −a− b
z = 2b

, a, b ∈ R,

(i) Π1 :


x = 2 + 3s + 5t
y = 4 + s + t
z = −1− 2s− 3t

, s, t ∈ R, i Π2 :


x = 5− 4a + b
y = 1− 2a− 3b
z = 3a + b

, a, b ∈ R.

8. (kontynuacja poprzedniego zadania) Opisa¢ wzajemne poªo»enie poni»szych pªaszczyzn w zale»no±ci
od podanych parametrów A, B, C, D i E.

(a) Π1 : Ax + By + Cz + D = 0 i Π2 : 2Ax + 2By + 2Cz + E = 0,

gdzie A,B,C,D,E ∈ R i A 6= 0 ∨B 6= 0 ∨ C 6= 0,

(b) Π1 : x + By + Cz + D = 0 i Π2 : −2x + 3y − z + 1 = 0,

gdzie B,C,D ∈ R,

(c) Π1 : Ax + z + 5 = 0 i Π2 : x + By − z + 1 = 0,

gdzie A,B,∈ R,

(d) Π1 : Ax + By + D = 0 i Π2 : x− z + E = 0,

gdzie A,B,D,E ∈ R i A 6= 0 ∨B 6= 0.

9. Opisa¢ wzajemne poªo»enie poni»szych prostych (równolegªe, identyczne, o jednym wspólnym punkcie,
sko±ne). W przypadku, gdy przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie wyznaczy¢ jego wspóªrz¦dne.

(a) L1 :


x = 1− s
y = 2 + s
z = 3 + 2s

, s ∈ R, i L2 :


x = 2t
y = 3− 2t
z = 1− 4t

, t ∈ R,

(b) L1 :
x− 2

3
=

y − 3

−2
=

z + 1

5
i L2 :

x− 5

−3
=

y − 1

2
=

z − 4

−5
,
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(c) L1 :


x = t
y = 2− t
z = 1 + t

, t ∈ R, i L2 :

{
x + y + z − 5 = 0
2y − z + 3 = 0

,

(d) L1 :


x = 2− s
y = 3 + s
z = 4

, s ∈ R, i L2 :


x = 3 + t
y = 2 + t
z = −3 + t

, t ∈ R,

(e) L1 : x = y = 2z i L2 :


x = 1 + 2t
y = −1 + 2t
z = t

, t ∈ R,

(f) L1 :


x = 3− t
y = 2 + t
z = 1 + 2t

, t ∈ R, i L2 :

{
x− y + z − 2 = 0
x + y − 5 = 0

,

(g) L1 :


x = 2 + s
y = 3− s
z = 4s

, s ∈ R, i L2 :


x = 1 + 2t
y = 1 + t
z = 5− t

, t ∈ R,

(h) L1 :

{
x + 2y − 3z + 1 = 0
x + y + z − 1 = 0

, t ∈ R, i L2 :

{
x− y + 3 = 0
y + 2z + 1 = 0

.

10. (kontynuacja poprzedniego zadania) Opisa¢ wzajemne poªo»enie prostych w zale»no±ci od

parametru a.

(a) L1 :


x = 1− s
y = 2 + s
z = 3 + as

, s ∈ R, a ∈ R, i L2 :


x = 2t
y = 3− 2t
z = 1− 4t

, t ∈ R,

(b) L1 :


x = 3− t
y = 2 + t
z = a + 2t

, t ∈ R, a ∈ R, i L2 :

{
x− y + z − 2 = 0
x + y − 5 = 0

,

(c) L1 :


x = 2− s
y = 3 + s
z = a

, s ∈ R, a ∈ R, i L2 :


x = 3 + t
y = 2 + t
z = −3 + t

, t ∈ R.

11. Opisa¢ wzajemne poªo»enie poni»szych prostych i pªaszczyzn (równolegªe, o jednym wspólnym
punkcie, prosta zawarta w pªaszczy¹nie). W przypadku, gdy przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie wyz-
naczy¢ jego wspóªrz¦dne.

(a) L :


x = 1− t
y = 2 + t
z = 3t

, t ∈ R, i Π : 3x + 2y − 5z + 1 = 0,

(b) L :


x = 2t
y = 1− t
z = 3 + t

, t ∈ R, i Π : x + y − z − 2 = 0,

(c) L :


x = −3 + 2t
y = 1− t
z = 3 + t

, t ∈ R, i Π : −x− y + z + 9 = 0,

(d) L :

{
x + 2y − z + 1 = 0
2x + y − 3 = 0

i Π : 2x + 3y − z = 0,
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(e) L :

{
2x− 3y + z = 0
3x− 2y + 2z = 0

i Π : x + y + z + 1 = 0,

(f) L :

{
2x− 3y + z + 1 = 0
3x− 2y + 2z + 2 = 0

i Π : x + y + z + 1 = 0.

12. (kontynuacja poprzedniego zadania) Opisa¢ wzajemne poªo»enie prostych i pªaszczyzn w zale»no±ci
od parametru a.

(a) L :


x = 1− t
y = 2 + t
z = at

, t ∈ R, a ∈ R, i Π : 3x + 2y − 5z + 1 = 0,

(b) L :


x = a + 2t
y = 1− t
z = 3 + t

, t ∈ R, a ∈ R, i Π : x + y − z − 2 = 0,

(c) L :

{
2x− 3y + z + 1 = 0
3x− 2y + 2z + 2 = 0

i Π : ax + y + z + 1 = 0, a ∈ R.

13. Obliczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy

(a) pªaszczyznami Π1 : x− y + 2z + 1 = 0 i Π2 : 2x− 2y + 4z + 7 = 0,

(b) pªaszczyznami Π1 : x + 2y + 3z = 0 i Π2 :


x = 1− s + t
y = 2− s
z = 2s + 3t

, s, t ∈ R,

(c) Π : x + y + z + 1 = 0 and L :

{
2x− 3y + z = 0
3x− 2y + 2z = 0

,

(d) pªaszczyzn¡ Π : x + y − z − 2 = 0 i prost¡ L :


x = 2t
y = 1− t
z = 3 + t

, t ∈ R,

(e) pªaszczyzn¡ Π : 3x− 2y + z + 1 = 0 i prost¡ L :


x = 2− t
y = 3 + t
z = 4t

, t ∈ R.

14. Dane s¡ pªaszczyzny Π1 : 2x + 3y + 6z + 1 = 0 i Π2 : Ax + By + z + D = 0, gdzie A,B,D ∈ R.
Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci parametrów A,B,D dla których odlegªo±¢ mi¦dzy tymi pªaszczyznami
wynosi 2.

15. Dana jest pªaszczyzna Π : x− y + 2z + 1 = 0 i prosta L :


x = 1 + t
y = 2− t
z = a + bt

, t ∈ R, a, b ∈ R.

Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci parametrów a i b dla których

(a) L jest zawarta w Π,

(b) odlegªo±¢ mi¦dzy L i Π wynosi 1,

(c) jedynym punktem wspólnym L i Π jest P = (2, 1,−1).

16. Wyznaczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy
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(a) punktem P = (2, 1,−1) i prost¡ L :


x = 3− t
y = 2t
z = 1 + t

, t ∈ R.

(b) prostymi L1 :


x = 1− s
y = 2 + s
z = 3 + 2s

, s ∈ R, i L2 :


x = 2t
y = 3− 2t
z = 1− 4t

, t ∈ R,

(c) prostymi L1 :


x = 2− s
y = 3 + s
z = 4

, s ∈ R, i L2 :


x = 3 + t
y = 2 + t
z = −3 + t

, t ∈ R,

(d) prostymi L1 : x = y = 2z i L2 :


x = 1 + 2t
y = −1 + 2t
z = t

, t ∈ R,

(e) prostymi L1 :

{
x + 2y − 3z + 1 = 0
x + y + z − 1 = 0

, t ∈ R, i L2 :

{
x− y + 3 = 0
y + 2z + 1 = 0

.

17. Znale¹¢ rzut prostopadªy punktu P = (1, 2, 5) na

(a) pªaszczyzn¦ Π : x + 2y − 2z + 1 = 0,

(b) pªaszczyzn¦ Π :


x = 1− s + t
y = 2 + t
z = 3− s− t

, s, t ∈ R,

(c) prost¡ L :


x = t
y = 2t
z = 3t

, t ∈ R,

(d) prost¡ L :

{
x + y + z + 1 = 0
x− y + 2z = 0

.

18. Wyznaczy¢, w radianach, dokªadn¡ warto±¢ k¡ta ostrego mi¦dzy

(a) prostymi L1 : x = y = 2z i L2 :


x = 1 + 2t
y = −1 + 2t
z = t

, t ∈ R,

(b) prostymi L1 :


x = 2− s
y = 3 + s
z = 4

, s ∈ R, i L2 :


x = 3 + t
y = 2 + t
z = −3 + t

, t ∈ R,

(c) prostymi L1 :


x = t
y = 2− t
z = 1 + t

, t ∈ R, i L2 :

{
x + y + z − 5 = 0
2y − z + 3 = 0

,

(d) pªaszczyznami Π1 : 3x− 2y + 3z + 1 = 0 i Π2 : x− y − z − 7 = 0,

(e) pªaszczyznami Π1 : x− 2y + 3z = 0 i Π2 : 0.1x− 0.2y + 0.3z + 1 = 0,

(f) pªaszczyznami Π1 : x− 2y − 3z − 4 = 0 i Π2 :


x = 3− s + t
y = 2 + s− t
z = 1 + 2s + t

, s, t ∈ R,

(g) prost¡ L :


x = 1− t
y = 2 + t
z = 3t

, t ∈ R, i pªaszczyzn¡ Π : 3x + 2y − 5z + 1 = 0,
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(h) prost¡ L :


x = 2t
y = 1− t
z = 3 + t

, t ∈ R, i pªaszczyzn¡ Π : x + y − z − 2 = 0,

(i) prost¡ L : x = y = z i pªaszczyzn¡ Π : x + y + z − 2 = 0.

19. Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci parametru a dla których

(a) prosta L :


x = 1− t
y = 2 + t
z = at

, t ∈ R, jest prostopadªa do pªaszczyzny Π : 2x− 2y − 5z + 1 = 0,

(b) k¡t mi¦dzy L i Π wynosi 60◦.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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