
Lista 7. Wektory wªasne i warto±ci wªasne.

1. Niech A =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.
Zbada¢ bezpo±rednio z de�nicji które z poni»szych wektorów s¡ wektorami wªasnymi macierzy A.
Znale¹¢ odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne.

• ~v1 = [2, 2,−1],
• ~v2 = [1, 1, 0],

• ~v3 = [1, 1, 1],

• ~v4 = [1, 0, 1].

2. Dla danej macierzy rzeczywistej niech Wλ oznacza zbiór jej wektorów wªasnych odpowiadaj¡cych
warto±ci wªasnej λ ∈ R. Udowodni¢ z de�nicji, »e gdy ~v1, ~v2 ∈ Wλ to ~v1 + ~v2 ∈ Wλ oraz c~v1 ∈ Wλ

dla dowolnego c 6= 0.

To oznacza, »e zbiór Wλ ∪ {~0} jest przestrzeni¡ liniow¡.

3. Niech A i B b¦d¡ macierzami kwadratowymi tych samych wymiarów. Zaªó»my, »e ~v jest wektorem
wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ i jest jednocze±nie wektorem wªasnym B odpowiada-
j¡cym warto±ci wªasnej λ′.

Udowodni¢ z de�nicji, »e

(a) ~v jest wektorem wªasnym A+B odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ+ λ′,

(b) dla dowolnego c ∈ R ~v jest wektorem wªasnym cA odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej cλ,

(c) ~v jest wektorem wªasnym AB oraz BA i odpowiada warto±ci wªasnej λλ′.
Dla k ∈ N+ wywnioskowa¢ st¡d, »e ~v jest wektorem wªasnym Ak i znale¹¢ odpowiadaj¡c¡
warto±¢ wªasn¡.

4. Wyznaczy¢ rzeczywiste warto±ci wªasne i wektory wªasne poni»szych macierzy.

(a) A =

[
1 −1
3 5

]
.

(b) B =

[
−3 1
6 −2

]
.

(c) C =

[
2 −7
0 2

]
.

(d) F =

[
0 1
1 1

]
(macierz de�niuj¡ca ci¡g Fibonacciego).

(e) X =

[
1 1− x2
−1 3

]
, gdzie x > 0.

(f) R =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
(macierz obrotu o k¡t α wokóª (0, 0) ).
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(g) S =

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

 (macierz symetrii wzgl¦dem prostej y = ax ).

(h) P =

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

 (macierz rzutu prostopadªego na prost¡ y = ax ).

(i) D =

 5 3 −7
3 5 −7
1 1 1

.
(j) E =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.

(k) J =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

.
(l) (?) Macierz n× n, której wszystkie wiersze s¡ jednakowe.

5. Znale¹¢ zespolone warto±ci wªasne i wektory wªasne poni»szych macierzy.

(a) A =

[
0 −2
2 0

]
.

(b) A =

[
4 1
−5 2

]
.

(c) A =

 1 0 1
0 −1 0
−1 0 1

.
6. Znale¹¢ wszystkie macierze rzeczywiste A wymiaru 2 speªniaj¡ce poni»sze warunki.

(a) [−1, 1] jest wektorem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 2, a [−1, 2] jest wek-
torem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 3.

(b) [2, 5] oraz [1, 0] s¡ wektorami wªasnymi A odpowiadaj¡cymi warto±ci wªasnej λ = −3.
(c) (?) [1, 1] jest wektorem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 1 i jest to jedyna

warto±¢ wªasna tej macierzy.

7. Niech A b¦dzie rzeczywist¡ macierz¡ o wymiarach 2 × 2 której wielomian charakterystyczny ma
pierwiastek podwójny. Udowodnij, »e wtedy mo»liwe s¡ dwa przypadki.

(a) A ma posta¢ cI, c ∈ R, a wtedy ka»dy niezerowy wektor jest wektorem wªasnym A.

(b) A 6= cI, a wtedy wszystkie wektory wªasne A to wektory kierunkowe pewnej prostej prze-
chodz¡cej przez pocz¡tek ukªadu.

8. (?) Znale¹¢ wszystkie macierze kwadratowe wymiaru n dla których ka»dy niezerowy wektor z Rn jest
wektorem wªasnym.
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9. Korzystaj¡c z wektorów wªasnych i warto±ci wªasnych oraz procedury diagonalizacji znale¹¢ wzór na
Ak, k ∈ N+.

(a) A =

[
1 −1
3 5

]
.

(b) A =

[
−3 1
6 −2

]
.

(c) A =

[
0 1
1 1

]
(d) A =

[
1 1− x2
−1 3

]
, gdzie x > 0.

(e) A =

 1 0 0
2 2 0
3 3 3

.
(f) A =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.
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