Lista 7. Wektory wtlasne i wartosci wlasne.

0 2 2
1. Niech A= =2 4 2
1 -1 1

Zbadaé¢ bezposrednio z definicji ktére z ponizszych wektoréw sg wektorami wlasnymi macierzy A.
Zmalez¢ odpowiadajace im wartosci wlasne.

o U =[2,2,—1],
o 7 =[1,1,0],
o Uy =[1,1,1],
o 7, =[1,0,1]

2. Dla danej macierzy rzeczywistej niech W, oznacza zbioér jej wektorow wlasnych odpowiadajacych
wartosci wlasnej A € R. Udowodni¢ z definicji, ze gdy vy, 75 € W) to U1 + v € W), oraz cvy € W,
dla dowolnego ¢ # 0.

To oznacza, ze zbior Wy U {0} jest przestrzenig liniowa.
3. Niech A i B beda macierzami kwadratowymi tych samych wymiaréw. Zaloézmy, ze U jest wektorem

wlasnym A odpowiadajacym wartosci wlasnej A i jest jednoczesnie wektorem wtasnym B odpowiada-
jacym wartosci wlasnej \.

Udowodnié¢ z definicji, ze

(a) ¥ jest wektorem wlasnym A + B odpowiadajacym wartosci wlasnej A + X,
(b) dla dowolnego ¢ € R # jest wektorem wtasnym cA odpowiadajacym wartosci wlasnej c),

(c) ¥ jest wektorem whasnym AB oraz BA i odpowiada wartosci wlasnej AN
Dla k € Nt wywnioskowaé¢ stad, ze ¥ jest wektorem wlasnym A* i znalezé odpowiadajaca
warto$¢ wlasng.

4. Wyznaczy¢ rzeczywiste warto$ci wtasne i wektory wlasne ponizszych macierzy.

(a)A:_;) ‘51].

-3 1
(b) B = 6 —2}
2 -7
(C> C= I 0 2 :|
(d) F= (1) 1 } (macierz definiujaca ciag Fibonacciego).

2
(e) X:[_ll L 333 ],gdziex>0.

{ cosa —sino

) } (macierz obrotu o kat a wokot (0,0) ).
sina cosa



(g) S= 1 "2"&‘12 11+_a22 (macierz symetrii wzgledem prostej y = ax ).
1+a®2  1+a
1 a
(h) P = 1 —Za? 1 —52a2 (macierz rzutu prostopadlego na prosta y = ax ).
L 1+a® 1+4a?
(5 3 7
i) D=1|3 5 —7
11 1
0 2 2
G)E=| -2 4 2
1 11
1 111
1 111
(k) J = 1 111
1 111

(1) (*) Macierz n x n, ktorej wszystkie wiersze sa jednakowe.

5. Zmalez¢ zespolone wartos$ci wtasne i wektory wlasne ponizszych macierzy.

(a) A= g _02}

b A—| 11.

=5 2
1 0 1
(c)A=] 0 -1 0
-1 0 1

6. Znalez¢ wszystkie macierze rzeczywiste A wymiaru 2 spetniajgce ponizsze warunki.

(a) [—1,1] jest wektorem wlasnym A odpowiadajacym wartosci wlasnej A = 2, a [—1,2] jest wek-
torem wlasnym A odpowiadajacym warto$ci wlasnej A\ = 3.

(b) [2,5] oraz [1,0] sa wektorami wlasnymi A odpowiadajacymi wartosci wlasnej A = —3.

(¢) (*) [1,1] jest wektorem wlasnym A odpowiadajacym wartosci wlasnej A = 1 1 jest to jedyna
warto$¢ wtasna tej macierzy.

7. Niech A bedzie rzeczywista macierza o wymiarach 2 x 2 ktorej wielomian charakterystyczny ma
pierwiastek podwodjny. Udowodnij, ze wtedy mozliwe sa dwa przypadki.

(a) A ma postac¢ cI, ¢ € R, a wtedy kazdy niezerowy wektor jest wektorem wlasnym A.

(b) A # cI, a wtedy wszystkie wektory wlasne A to wektory kierunkowe pewnej prostej prze-
chodzacej przez poczatek uktadu.

8. (*) Znalez¢ wszystkie macierze kwadratowe wymiaru n dla ktorych kazdy niezerowy wektor z R" jest
wektorem wtasnym.



9. Korzystajac z wektorow wlasnych i wartosci wtasnych oraz procedury diagonalizacji znalez¢ wzor na

Ak ke NT,

(1 -1
(a)A:_3 5}.

-3 1

[0 1
(C)A*_1 1]

[ 11— a? .
(d) A= 1 5 , gdzie z > 0.

100
() A=12 20

| 3 3 3

[0 2 2
() A=| -2 4 2

1 -1 1
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