
Wst¦p.

Lista ta dotyczy wszystkich wariantów kursu Analiza Matematyczna 1 i jest uzupeªnieniem list po-
zostaªych autorów. Zawiera m.in. zadania typu powtórkowego ze szkoªy ±redniej oraz dotycz¡ce rozsz-
erzenia materiaªu kursu i szczegóªów, które z braku czasu trudno dokªadnie omówi¢ na wykªadzie.
Wa»ne s¡ te» problemy typu badawczego, gdzie trzeba samodzielnie przeanalizowa¢ przykªady, sfor-
muªowa¢ hipotez¦ oraz j¡ udowodni¢. Cz¦±¢ zada« pochodzi z dawnych list sprzed kilku lat i s¡ one na
tyle istotne i ciekawe, »e postanowiªem ocali¢ je od zapomnienia. Zadania najbardziej zaawansowane
s¡ oznaczone symbolem (?).

Jest to pierwsza wersja tej listy i b¦dzie ona wzbogacana o nowe przykªady na bie»¡co.

U»ywane oznaczenia:

• N - zbiór liczb naturalnych wraz z zerem,

• Z - zbiór liczb caªkowitych,

• Q - zbiór liczb wymiernych,

• R - zbiór liczb rzeczywistych,

• A+ - zbiór liczb dodatnich ze zbioru A ⊂ R,

• Yf - zbiór warto±ci danej funkcji f .

Krzysztof Michalik
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1. Logika matematyczna.

1. Wykaza¢, »e poni»sze formuªy s¡ zdaniami w logice.

(a) [¬(p ∨ q)]⇔ [(¬p) ∧ (¬q)].
(b) [¬(p ∧ q)]⇔ [(¬p) ∨ (¬q)].
(c) [¬(p⇔ q)]⇔ [( (¬p) ∧ q ) ∨ ( (¬q) ∧ p )].
(d) [(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)]⇒ (p⇒ r).

2. Napisa¢ zaprzeczenie poni»szych zda« tak aby ko«cowa odpowied¹ nie zawieraªa »adnego znaku
negacji.

(a) x = 2 ∨ x = 3.

(b) x ≤ 2 ∨ x ≥ 3.

(c) x ≥ 2 ∧ x < 3.

(d) n ∈ N ∧ n ≥ 13 ∧ n < 20.

(e) 4 < x < 7 ∨ x ≤ 10.

(f) k ∈ Z ∧ (k ≤ −6 ∨ k ≥ 25).

(g) x > 3⇒ x2 > 9.

(h) x2 < 4⇔ −2 < x < 2.

(i) Zjem ciastko ale nie wypij¦ herbaty.

(j) Je±li f jest funkcj¡ rosn¡c¡ to 2f te» jest funkcj¡ rosn¡c¡.

(k) Liczba a jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a3 jest dodatnia.

3. U»ywaj¡c kwanty�katorów, operatorów logicznych i liczb zapisa¢ poni»sze twierdzenia.

(a) Równanie x3 − 3x+ 8 = 0 ma rozwi¡zanie.

(b) Równanie x3 − 3x+ 8 = 0 ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

(c) Ukªad równa«
x+ 2y = −1
x+ y = 2
x+ 3y = 1

, x, y ∈ R,

ma rozwi¡zanie.

(d) Ukªad równa«
x+ 2y = −1
x+ y = 2
x+ 3y = 1

, x, y ∈ R,

nie ma rozwi¡zania.

(e) 14371 jest liczb¡ pierwsz¡.

(f) R \ {0} jest zbiorem warto±ci funkcji f(x) =
1

x− 1
, x 6= 1.

(g) 2 jest najmniejszym elementem zbioru A = {n! + 1 : n ∈ N}.
(h) Najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb 8, 12 i 22 to 2.

(i) Najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb 3, 4 i 6 to 12.
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4. Napisa¢ zaprzeczenie poni»szych zda« tak aby ko«cowa odpowied¹ nie zawieraªa »adnego znaku
negacji.

(a) ∀x ∈ R x2 + 2x < 0.

(b) ∀x ∈ Z 2x 6= 3.

(c) ∃x ∈ R x2 + 2x < 0.

(d) ∃x ∈ Z 2x 6= 3.

(e) ∀x ∈ Df f(−x) = f(x)

(to oznacza, »e f jest parzysta na swojej dziedzinie Df ).

(f) ∀x1, x2 > 0 x2 > x1 ⇒
1
√
x2

>
1
√
x1

(to oznacza, »e y =
1√
x
jest malej¡ca na (0,∞).

(g) ∀x ∈ R ∃y ∈ R x2 + y3 = 0.

(h) ∃y ∈ R ∀x ∈ R x2 + y3 = 0.

(i) ∀y ∈ R ∃x ∈ R y = x4 − x
(to oznacza, »e dla f(x) = x4 − x mamy Yf = R).

(j) ∃M ∈ R ∀n ∈ N+ an ≤M ,

(to oznacza, »e M jest ograniczeniem górnym ci¡gu an.

(k) ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N+ ∀n ∈ N+, n ≥ n0 |an − L| ≤ ε.

(to oznacza, »e liczba L jest granic¡ ci¡gu an).

5. Wykaza¢ faªszywo±¢ poni»szych twierdze« poprzez odpowiedni dobór kontrprzykªadów.

(a) ∀n ∈ N 2n ≥ n2.

(b) ∀n ∈ N+ 2n + 3 jest liczb¡ pierwsz¡.

(c) ∀n ∈ N n6 − n jest podzielna przez 6.

(d) ∀x ∈ R 9x2 + 12x+ 4 > 0.

(e) ∀x1, x2 ∈ R \ {0} x2 > x1 ⇒
1

x2
<

1

x1
.

(f) ∀x, y > 0 xy > 1⇒ (x > 1 ∧ y > 1).

(g) ∀x ∈ R ∃y ∈ R xy 6= 0.

(h) Je»eli ci¡g an jest arytmetyczny to ci¡g |an| te» jest arytmetyczny.

(i) Je»eli ci¡g |an| jest geometryczny to an te» jest geometryczny.

6. Udowodni¢ nie wprost poni»sze twierdzenia.

(a)
√
5 jest liczb¡ niewymiern¡.

(b) log2 3 jest liczb¡ niewymiern¡.

(c) Je»eli x ∈ Q \ {0} i y /∈ Q to xy /∈ Q.

(d) A ⊂ B ⇒ A \B = ∅.

7. Udowodni¢ poni»sze twierdzenia dowoln¡ metod¡.

(a) Niech x, y > 0, y 6= 1. Wtedy

logy x ∈ Q ⇔ ∃a > 0, a 6= 1 ∃p ∈ Q ∃q ∈ Q \ {0} x = ap, y = aq.
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(b) an jest ci¡giem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

∃A,B ∈ R ∀n ∈ N+ an = An+B.

(c) Je»eli ci¡g an jest geometryczny to |an| te» jest geometryczny.

(d) Niech f b¦dzie funkcj¡ parzyst¡ lub nieparzyst¡. Wtedy

• gdy x0 jest jej miejscem zerowym to −x0 te» jest jej miejscem zerowym,

• gdy f jest monotoniczna na przedziale (a, b), a < b, to jest monotoniczna na przedziale
(−b,−a).
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2. Podstawowe równania i nierówno±ci elementarne.

1. Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci wielomianowe.

(a) x(x− 1)(x− 2) > 0.

(b) (x− 1)2(x+ 3) < 0.

(c) (1− x)x6 ≥ 0.

(d) x4 + 5x3 + 12x2 + 13x+ 5 ≥ 0.

(e) x5 − 5x3 + 6x ≤ 0.

2. Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci wymierne.

(a)
(x+ 1)(x− 2)

(x− 3)(x− 4)
> 0.

(b)
x2 + 4x+ 5

x2 + 4x+ 3
< 0.

(c)
x2 − x
x2 − 1

≥ 0.

(d)
x2 + 2x− 3

x3 + 5x2 + 8x+ 4
≤ 0.

(e)
2

x− 2
>

1

x− 3
.

(f)
x

x2 − 3x+ 2
≥ 1

x+ 1
.

(g)
2x+ 1

x2 + 5x+ 6
≤ 3

x+ 2
.

3. Rozwi¡za¢ poni»sze równania i nierówno±ci z warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡.

(a) |x+ 2| = 2x− 3.

(b) |x− 2| < |x+ 3|.
(c) |x− 1|+ |x| = 5.

(d) |x+ 2|+ |x− 1| < 7.

(e)
x

|x+ 1|
=

1

x+ 1
.

(f) |x+ 1|(x− 2) < 1.

(g) |x2 − 3x| = 1.

(h) |x2 + 4x| > 3.

(i) 3 ≤ |x2 + 2x| < 8.

(j) |x3 − 3x| = 2.

(k) |x3 + x+ 1| ≥ 1.

4. Rozwi¡za¢ poni»sze równania i nierówno±ci z pierwiastkami.

(a)
√
x = 5.

(b) 3
√
x = 5.

(c)
√
x = −5.
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(d) 3
√
x = −5.

(e)
√
x > 5.

(f) 3
√
x > 5.

(g)
√
x > −5.

(h) 3
√
x > −5.

(i)
√
x < 5.

(j) 3
√
x < 5.

(k)
√
x < −5.

(l) 3
√
x < −5.

(m)
√
3x+ 1 = x+ 1.

(n)
√
x− 1 = 4− x.

(o)
√
x > x− 1.

(p)
√
5x+ 9 ≤ x+ 3.

(q)
√
x2 − 6 ≥ 3− x.

5. Niech x ∈ R i n ∈ N. Rozwi¡za¢ poni»sze równania wykªadnicze i logarytmiczne.

(a) 4x = 5.

(b) ex = 3.

(c)

(
2

3

)x

= 5.

(d) 5x = 0.

(e) 11x = −2.
(f) (−2)n = −32768.
(g) (−3)n = 6561.

(h)

(
−2

3

)n

= − 2048

177147
.

(i) (−5)n = 78125.

(j) (−4)n = −65536.
(k) log2 x = 3.

(l) log x = −0.3.
(m) lnx = 3.

(n) log 1
2
x = 5.

(o) logx 2 = 3.

(p) logx 3 = 2.

6. Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci wykªadnicze i logarytmiczne.

(a) 2x > 6.

(b) 0.3x ≥ 2.

(c) (ln 2)x < 1.

(d) 174x ≤ 0.

(e) 0.4x ≥ −2.

6



(f) πx < −0.0001.
(g) 3x > −1.
(h) log x ≥ −3.

(i) log6 x ≤
16

5
.

(j) log0.8 x > 2.

(k) lnx < −4.

7. Zapisa¢ jako pojedynczy logarytm czyli w postaci loga(...).

(a) 4 log7 5− 1
6
log7 2 + 2 log7 3,

(b) 3− 4 log x+ 1
2
log y,

(c) − ln 3− 3
4
ln 5− 2,

(d) log4 5 + 3 log2 3− log√2 9,

(e) log3 7√9 2 + log729 5− 2 log 1
27
4− 1.

8. Gdy x = log3 a, y = log3 b i z = log3 c zapisa¢ jako wyra»enie zawieraj¡ce tylko x, y, z (bez
a, b, c).

(a) log3(ab
4
√
c),

(b) log9
3
√
a

5
√
b4

c11
,

(c) log 1
81
(ab2c−2).
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3. Podstawowe wªasno±ci funkcji.

1. Znale¹¢ dziedziny naturalne poni»szych funkcji.

(a) f(x) =
3

x2 − 4
+

1

2x2 + x+ 1
.

(b) f(x) =
1

4

x
+ 5
− 2

1

x2
− 9

.

(c) f(x) =
1

3x + 5
+

1

(0.4)x − 7
.

(d) f(x) = − 5√
3− x2

+ 3
√
x.

(e) f(x) =
4
√
x2 + x− 2 +

√
x+ 1.

(f) f(x) =
√
8− 2x +

√
10x − 0.01.

(g) f(x) =
4

√
2−
√
x+ 1.

(h) f(x) =

√√
8− x− 2.

(i) f(x) =

√√
8− x+ 2.

(j) f(x) = log3(x+ 5) + log3(x− 4).

(k) f(x) = log4(2
x − 4) + ln(10000− 10x).

(l) f(x) =
1

4 + ln x
.

(m) f(x) =
√
log2 x+ 5.

(n) f(x) = ln(log0.7 x).

(o) f(x) =
x2 + 3

log(1−
√
x)

.

(p)
√

1 + 2 log0.01(x+ 1) +
1

x2 − x− 6
.

(q) f(x) = ln

(
3√

2x − 4− 2

)
.

2. Analizuj¡c odpowiednie równania liniowe lub kwadratowe z parametrem wyznaczy¢, bezpo±red-
nio z de�nicji, zbiór warto±ci poni»szych funkcji.

(a) y =
5

3− x
.

(b) y =
5x− 1

x+ 2
.

(c) y = x+
5

x
.

(d) y =
−2x2 + 3

2x− 1
.

(e) y =
x

4x2 + 1
.

(f) y =
x+ 1

x2 + x+ 4
.
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(g) y =
1− 2x

(x+ 2)2
.

(h) y =
2x+ 1

x2 − 6x+ 9
.

(i) y =
x

1− x2
.

(j) y =
x− 1

x2 + x
.

(k) y =
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1
.

(l) y =
2x2 + 1

(x− 1)2
.

(m) y =
2x2 + 1

x2 − 1
.

3. W obwodzie elektrycznym mamy ¹ródªo pr¡du staªego o napi¦ciu U i oporno±ci wewn¦trznej
r = 1 (jedna ustalona jednostka) do którego podª¡czono urz¡dzenie o oporno±ci R jednostek.

(a) Znale¹¢ wzór na wydzielon¡ moc na tym urz¡dzeniu jako funkcj¦ R.

(b) Korzystaj¡c z techniki z poprzedniego zadania znale¹¢ R dla którego wydzielona moc
b¦dzie najwi¦ksza.
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4. Trygonometria.

1. W ukªadzie wspóªrz¦dnych narysowa¢ k¡ty arcsin
1

6
, arccos

2

5
, arctg 6 oraz arccos

(
−3

7

)
.

2. Udowodni¢ poni»sze to»samo±ci.

(a) arccos(−x) = π − arccosx dla −1 ≤ x ≤ 1.

(b) arcsinx+ arccosx =
π

2
dla −1 ≤ x ≤ 1.

(c) arctgx+ arcctgx =
π

2
dla x ∈ R.

3. Udowodni¢ poni»sze to»samo±ci.

(a) arcsinx = arccos
√
1− x2 = arctg

x√
1− x2

dla 0 ≤ x < 1.

(b) arccosx = arcsin
√
1− x2 = arctg

√
1− x2
x

dla 0 < x ≤ 1.

(c) arctgx = arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

dla x > 0.

4. Znale¹¢ dziedziny naturalne poni»szych funkcji. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania upro±ci¢
ich wzory tak, by nie zawieraªy »adnych operacji trygonometrycznych.

(a) cos(arcsinx).

(b) tg(arcsin x).

(c) sin(arccosx).

(d) tg(arccos x).

(e) sin(arctgx).

(f) cos(arctgx).

5. Poni»sze katy zapisa¢ w postaci aπ, a ∈ Q.

(a) arcsin
(
sin

π

7

)
.

(b) arcsin

(
sin

5

7
π

)
.

(c) arccos

(
cos

5

7
π

)
.

(d) arccos

(
cos

9

7
π

)
.

(e) arctg

(
tg
5

7
π

)
.

(f) arctg

(
tg
9

7
π

)
.

(g) arccos

(
sin

5

7
π

)
.

(h) arcsin

(
cos

9

7
π

)
.
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6. (?) Zapisa¢ poni»sze funkcje w postaci funkcji o wielu wzorach na odpowiednich podzbiorach
tak, by wzory te nie zawieraªy funkcji trygonometrycznych.

(a) arcsin(sinx).

(b) arccos(cosx).

(c) arctg(tgx).

7. Rozwi¡za¢ poni»sze równania.

(a) sinx =

√
3

2
dla x ∈ [0, 2π].

(b) cosx = −1

2
dla x ∈ [−π, 2π].

(c) tgx = 1 dla x ∈ [0, 3π].

(d) sinx = 1 dla x ∈ [−120◦, 240◦].

(e) cosx =

√
2

2
dla x ∈ [−300◦, 30◦].

(f) tgx = −
√
3 dla x ∈ [−180◦, 360◦].

(g) sinx = 0.4 dla x ∈ [0, 2π].

(h) cosx =
1

4
dla x ∈ [−π, 3π].

(i) tgx = 7 dla x ∈ [0, 2π].

(j) sinx = − ln 2 dla x ∈ [−180◦, 180◦].

(k) cosx = −
√
2

6
dla x ∈ [0◦, 500◦].

(l) tgx =
1

2
dla x ∈ [−360◦, 120◦].

(m) sin
(
2x+

π

3

)
=

1

2
dla x ∈ [0, 2π].

(n) cos

(
1

2
x− π

4

)
= −1 dla x ∈ [−2π, 3π].

(o) tg
(π
5
− x
)
=

√
3

3
dla x ∈ [0, 2π].

(p) sin

(
2

3
x

)
= −1

2
dla x ∈ [−180◦, 180◦].

(q) cos(x+ 80◦) =

√
2

2
dla x ∈ [−360◦, 360◦].

(r) tg(2x− 100◦) = 2 dla x ∈ [0◦, 180◦].

8. Rozwi¡za¢ poni»sze równania.

(a) sinx = sin

(
2x+

3π

4

)
dla x ∈ [0, 2π].

(b) cosx = cos
(
x+

π

5

)
dla x ∈ [−2π, 2π].

(c) tg(2x) = tg

(
5π

6
− 3x

)
dla x ∈ [0, π].

(d) sin(x− 140◦) = sin(x+ 220◦) dla x ∈ [−1000◦, 1000◦].
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(e) cos(x+ 80◦) = cos(x− 80◦) dla x ∈ [−360◦, 360◦].
(f) tg(x+ 80◦) = tg(x− 80◦) dla x ∈ [0◦, 180◦].

9. Rozwi¡za¢ poni»sze równania.

(a) 4 sinx = 5 cos x dla x ∈ [0, 2π].

(b) tg2x = 3 dla x ∈ [−180◦, 180◦].
(c) 2 sin2 x− 3 sinx+ 1 = 0) dla x ∈ [0◦, 360◦].

(d)
√
2 cos2 x+ cosx = 0 dla x ∈ [−π, π].

(e) sin(2x) = 2 cosx dla x ∈ [0, π].

(f) cos(2x) = 3− 2 cosx dla x ∈ [−100◦, 200◦].
(g) sinx = 4tgx dla x ∈ [−2π, 2π].
(h) cosx = 1.5tgx dla x ∈ [0◦, 180◦].

(i) tg(2x) = 2tgx dla x ∈ [0◦, 180◦].

(j) sin(3x) = 2 sinx dla x ∈ [0, 2π].

10. Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci.

(a) sinx <

√
3

2
dla x ∈ [0, 2π].

(b) cosx ≥ 1

2
dla x ∈ [−π, π].

(c) 1 ≤ tgx <
√
3 dla x ∈ [0, 3π].

(d) sin

(
3

4
x

)
> −1

2
dla x ∈ [−180◦, 180◦].

(e) 2 sin2 x+ 3 sinx+ 1 > 0 dla x ∈ [0◦, 360◦].

(f) cos2 x− cosx ≤ 0 dla x ∈ [0, 4π].

(g) 2 sinx < tgx dla x ∈ [0◦, 360◦].

11. Niech a, b 6= 0. Wykaza¢, »e funkcja postaci f(x) = a sinx+b cosx jest szczególnym przykªadem
tzw. sinusoidy, a dokªadniej, mo»e by¢ przedstawiona w postaci

f(x) = A sin(x+ α),

gdzie A > 0 i α ∈ [0, 2π). Znale¹¢ wzór na A oraz wykaza¢, »e k¡t α jest wyznaczony

jednoznacznie poprzez równania cosα =
a

A
, sinα =

b

A
.

12. Korzystaj¡c z wyniku poprzedniego zadania rozwi¡za¢ poni»sze równania.

(a) sinx+ cosx = 1 dla [−π, π].
(b) sinx− cosx = 1 dla [0◦, 360◦].

(c) sinx+
√
3 cosx = 1 dla [−π, π].

(d) sinx−
√
3 cosx = 1 dla [−180◦, 180◦].

(e)
√
3 sinx+ cosx = 1 dla [−π, π].

(f)
√
3 sinx− cosx = 1 dla [0◦, 360◦].

(g) 3 sinx+ 4 cosx = 5 dla [0◦, 360◦].

(h) 3 sinx− 4 cosx = 1 dla [−π, π].
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13. Udowodni¢ nast¦puj¡ce równo±ci

(a) arcsin
4√
17
− arccos

5√
34

=
π

4
.

(b) arctg2 + arctg3 =
3

4
π.

14. (?) Wykaza¢, »e

π

4
= 4arctg

1

5
− arctg

1

239
.

Wynik ten w poª¡czeniu z szeregiem pot¦gowym funkcji arctgx pozwala efektywnie liczy¢ liczb¦
π z du»¡ dokªadno±ci¡.

15. Udowodni¢, »e dla x < 1 prawdziwy jest wzór

arctgx+
π

4
= arctg

x+ 1

1− x
.

Znale¹¢ i udowodni¢ wersj¦ tego wzoru dla x > 1.
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5. Ci¡gi liczbowe.

1. Korzystaj¡c z de�nicji udowodni¢ dowolne trzy reguªy arytmetyki granic sko«czonych, ka»d¡ z
innym typem operacji.

2. Korzystaj¡c z de�nicji udowodni¢ dowolne trzy reguªy arytmetyki granic niesko«czonych, ka»d¡
z innym typem operacji.

3. Korzystaj¡c z de�nicji udowodni¢, »e

(a) lim
n→∞

an = 0⇔ lim
n→∞

|an| = 0,

(b) lim
n→∞

an = L ∈ R \ {0} ⇒ lim
n→∞

|an| = |L|,

(c) lim
n→∞

an = −∞⇒ lim
n→∞

|an| =∞, co daje reguª¦ | −∞| =∞.

4. (?) (próba odwrócenia implikacji z poprzedniego zadania) Niech lim
n→∞

|an| = L > 0. Co mo»na

powiedzie¢ o lim
n→∞

an ? Przeanalizowa¢ ró»ne przykªady, rozpatrzy¢ ró»ne przypadki, sfor-

muªowa¢ wniosek i poda¢ dowód.

5. (?) (próba stworzenia arytmetyki granic, gdy pojawia si¦ rozbie»no±¢)

Co mo»na powiedzie¢ o "operacjach" podanych poni»ej? Lewa strona odnosi si¦ do ci¡gów,
które maj¡ granice sko«czone (liczba), niesko«czone (jedna z niesko«czono±ci) lub nie maj¡
granicy (brak granicy). Czy da si¦ zde�niowa¢ praw¡ stron¦ tych "operacji"?

Np. brak granicy + niesko«czono±¢ oznacza, »e an nie ma »adnej granicy, a bn jest rozbie»ny
do ∞ lub do −∞. Co mo»emy powiedzie¢ o granicy an + bn ?

Je±li odpowied¹ jest jednoznaczna to poda¢ dowód. Je±li wszystko jest mo»liwe to poda¢
odpowiednie przykªady. Je±li odpowied¹ nie jest jednoznaczna ale nie wszystko jest mo»liwe to
poda¢ odpowiednie przykªady dla wyników, które mog¡ si¦ pojawi¢ oraz dowody dla wyników,
które nie mog¡ mie¢ miejsca.

• brak granicy ± liczba,

• brak granicy ± niesko«czono±¢,

• brak granicy ± brak granicy,

• brak granicy · liczba 6= 0,

• brak granicy · 0,
• brak granicy · 0+,
• brak granicy · niesko«czono±¢,
• brak granicy · brak granicy,

• (brak granicy)liczba,

• (brak granicy)nieskoczonosc,

• (brak granicy)brak granicy.

6. (?) Korzystaj¡c z twierdzenia o ±redniej arytmetycznej i ±redniej geometrycznej wykaza¢, »e

lim
n→∞

n
√
n = 1.

7. Niech a > 1 i p > 0. Korzystaj¡c z wyniku z poprzedniego zadania wykaza¢, »e lim
n→∞

loga n

n
= 0.

Nast¦pnie wywnioskowa¢, »e
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(a) ∃ C > 0 ∀n ∈ N+ loga n ≤ Cn,

(b) lim
n→∞

n
√

loga n = 1.

(c) lim
n→∞

(n− p loga n) =∞,

(d) lim
n→∞

an

np
=∞ oraz lim

n→∞

np

an
= 0.

8. Obliczy¢ granice poni»szych ci¡gów.

(a) n
√
5 · 2n − 3n + 7 · 4n.

(b) n

√
1

n
+

2

n3
+

3√
n
.

(c) n
√
W (n), gdzie W jest wielomianem ró»nym od zerowego.

(d)
n
√
n10 + 10n.

(e) n
√

ln(n2 + n+ 2) · |x|2n+1, gdzie x jest staª¡ ró»n¡ od 0.

9. (?) Wykaza¢, »e lim
n→∞

n
√
n! =∞.

15



6. Granice funkcji.

1.
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