Wstep.

Lista ta dotyczy wszystkich wariantéw kursu Analiza Matematyczna 1 i jest uzupeklieniem list po-
zostalych autorow. Zawiera m.in. zadania typu powtorkowego ze szkoty $redniej oraz dotyczace rozsz-
erzenia materiatu kursu i szczegbétow, ktore z braku czasu trudno doktadnie omoéwié na wyktadzie.
Wazne sg tez problemy typu badawczego, gdzie trzeba samodzielnie przeanalizowaé przyklady, sfor-
mutowaé hipoteze oraz ja udowodnié¢. Czes¢ zadan pochodzi z dawnych list sprzed kilku lat i sg one na
tyle istotne i ciekawe, ze postanowitem ocali¢ je od zapomnienia. Zadania najbardziej zaawansowane
sa oznaczone symbolem (*).

Jest to pierwsza wersja tej listy i bedzie ona wzbogacana o nowe przyktady na biezaco.

Uzywane oznaczenia:

e N - zbior liczb naturalnych wraz z zerem,

e 7 - zbior liczb catkowitych,

Q - zbioér liczb wymiernych,

e R - zbidr liczb rzeczywistych,

A - zbior liczb dodatnich ze zbioru A C R,

Y - zbior wartosci danej funkceji f.

Krzysztof Michalik



1. Logika matematyczna.

1. Wykaza¢, ze ponizsze formuty sa zdaniami w logice.

(a) [~(pVq)] < [(=p) A (q)]

(b) [=pA )] = [(=p) V (mg)]

() Flpegle[((=p)Ag) V(=g Ap)]
@) [(p=n(@=1)]=(@p=r).

2. Napisac¢ zaprzeczenie ponizszych zdan tak aby koficowa odpowiedz nie zawierata zadnego znaku
negacji.

(a
(b
(
(d

c
neNAn>13An < 20.
4 <xz<7Var<10.

)
)
)
)
e)
Y keZN(k<—6VEk>25).
)
)
)
)
)

f
(g
(h
(i) Zjem ciastko ale nie wypije herbaty.

(]

(k) Liczba a jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a® jest dodatnia.

(
(
r>3=22>0.

P <4s 2<a <2

Jesli f jest funkcja rosnaca to 2f tez jest funkcja rosnaca.

3. Uzywajac kwantyfikatorow, operatoréw logicznych i liczb zapisa¢ ponizsze twierdzenia.

(a) Rownanie 2° — 3z + 8 = 0 ma rozwiazanie.
(b) Rownanie 22 — 3z + 8 = 0 ma dokladnie jedno rozwiazanie.

(c) Uktad réwnan
r+2y=—1
T+y=2 , ,y € R,
r+3y=1
ma rozwigzanie.
(d) Uktad rownan
r+2y=—1
T+y=2 , ,y € R,
r+3y=1
nie ma rozwiazania.

14371 jest liczba pierwsza.

R\ {0} jest zbiorem wartosci funkcji f(z) =

)
1.
) o
g) 2 jest najmniejszym elementem zbioru A = {n!+1: n € N}.
) Najwiekszy wspolny dzielnik liczb 8, 12 i 22 to 2.
)

Najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb 3, 41 6 to 12.



4. Napisa¢ zaprzeczenie ponizszych zdan tak aby koncowa odpowiedz nie zawierata zadnego znaku
negacji.

(a) Vz € R 22+ 2z < 0.

(b) Ve € Z 2% # 3.

(¢) 3z e R 2?+ 2z < 0.
)
)

(d) Jxz € Z 2% # 3.
(e) Ve € Dy f(—x)= f(z)

(to oznacza, ze f jest parzysta na swojej dziedzinie Dy).
1
(f) VI1,$2>O I2>l’1:>—>—

NN

(to oznacza, ze y = jest malejaca na (0, 00).

1
7
(g) VeRIyeR 2?2 +¢*=0.
(h) Iye RVr e R 22 +4°=0.
(i) WweRIzeR y=a'—2z

(to oznacza, ze dla f(x) =z

j) IM e RVne N, a, <M,
(to oznacza, ze M jest ograniczeniem gornym ciagu a,,.

(k) Ve >03ng e N. Vne Ny,n>ng |a, — L] <e
(to oznacza, ze liczba L jest granica ciagu ay,).

4 — r mamy Y; = R).

5. Wykazacé falszywosé ponizszych twierdzen poprzez odpowiedni dobér kontrprzykltadow.

(a) Vn e N 2" > n?.
(b) ¥n € N 2" + 3 jest liczba pierwsza.
(c) Vn € N n® —n jest podzielna przez 6.

(d) Vo e R 922 + 12z +4 > 0.

)

)

)

)

(e) Va1, 20 € R\ {0} x2>x1:>$i2<wil.
(f) Ve,y >0 zy>1=(x>1Ay>1).
(g) Ve R3Iye R zy #0.

(h)

)

h) Jezeli ciag a,, jest arytmetyczny to ciag |a,| tez jest arytmetyczny.
(i) Jezeli ciag |a,| jest geometryczny to a, tez jest geometryczny.
6. Udowodni¢ nie wprost ponizsze twierdzenia.

a) /5 jest liczba niewymierna.
b) log, 3 jest liczba niewymierna.
)
)

(c) Jezeliz € Q\ {0} iy ¢ Q to zy ¢ Q.
(d) AcB = A\ B=0.

7. Udowodnié¢ ponizsze twierdzenia dowolna metoda.

(a) Niech z,y >0, y # 1. Wtedy
log,7€Q & Ja>0,a#13IpecQdgecQ\{0} v=a?, y=a



(b) a, jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
JA,Be RVne N, a,=An+ B.
(c) Jezeli ciag a, jest geometryczny to |a,| tez jest geometryczny.
(d) Niech f bedzie funkcja parzysta lub nieparzysta. Wtedy
e gdy x( jest jej miejscem zerowym to —z( tez jest jej miejscem zerowym,

e gdy f jest monotoniczna na przedziale (a,b), a < b, to jest monotoniczna na przedziale
(=b, —a).



2. Podstawowe rownania 1 nieroOwnosci elementarne.

1. Rozwiaza¢ ponizsze nieréwnosci wielomianowe.

(a) z(x —1)(x —2) > 0.
(b) (z —1)*(x+3) < 0.
(¢) (1 —z)z5 > 0.

(d) z* + 523 + 1222 + 13x + 5 > 0.
(e) 25 — b3 + 62 < 0.

2. Rozwiaza¢ ponizsze nieréwnosci wymierne.

)
)
)
)
)

(x4 1)(x —2)
> 0.
() (z — 3)(z — 4)
(b) 2 +4r+5
22 +4x + 3
2 —x
> (.
(c) xz—l_o
242 —3
d <0.
()x3+5x2+8x+4_0
2 1
(e) m—2>:1c—3'
T 1

> )

—3x+2 " x+1
2 + 1 < 3

22 4+5rx+6 " x+2

(2)

3. Rozwiazaé¢ ponizsze rownania i nieréwnoéci z wartoscig bezwzgledng.

(a) |z+2| =22 —-3.

)
(b) |z —2| < |z + 3.
(¢) & —1]+|z[ = 5.
(d) |x+2|+|x—1|<7
1
(€) |x—|—1| EES
) |z +1|(z —2) < 1.
(8) |2* =3z = 1.
(h) |2% +4z| > 3.
(i) 3<|z?+ 22| < 8.
() [+* =3z =2.
k) |2*+z+1 > 1.

4. Rozwiaza¢ ponizsze rownania i nieréwnosci z pierwiastkami.

T = 5.
D.
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(f) 7 < —0.0001.

(g) 3* > —1.

(h) logz > —3.
16

() loggr < 2.

(j) logygx > 2.

(k) Inx < —4.

7. Zapisac jako pojedynczy logarytm czyli w postaci log,(...).

(a) 4log; 5 — #log; 2 + 2log; 3,

(b) 3 —4logz + logy,

(¢) —In3—3In5—2,

(d) logy 5+ 3log, 3 —log, 59,

() logg 752 + 1087995 — 2logL 4 — 1.

8. Gdy =z = logga, y = logsb i z = log, ¢ zapisa¢ jako wyrazenie zawierajace tylko x,y, z (bez
a,b,c).
(a) 1Og3(ab4\/5)7

Vav/b*
(b) IOgQ Ta

(c) log 1 (ab*c™?).



3. Podstawowe wlasno$ci funkcji.

1. Znalez¢ dziedziny naturalne ponizszych funkcji.

3 1
(2) f(2) = —5—; T "
1 2
(b) f(z)
I
1 1
() 1) = 55+ g =7
5 3
(d) f(x) = A + /7.
(e) flx)=Va2+z -2+ +1.
(f) f(z) =8 —2%++/10* — 0.01.
(g) flz)= \/2 —x + 1.
(h) f(z)=+\/V8—z—2.
(i) f(z)= 8 —x+2.
() f(x) =logs(x + 5) + logs(x — 4)
(k) f(x) = logy(2" — 4) + In(10000 — 10).
1
(Df@)=4+mm
(m) f(z) = /logyz +5.
(n) f(z) = In(log, , )
2 +3
(o) f(x) o
(0) VT Zlogyor (a4 1)+ 5.
3
@ o) =t ()

2. Analizujac odpowiednie réwnania liniowe lub kwadratowe z parametrem wyznaczy¢, bezposred-
nio z definicji, zbiér wartosci ponizszych funkcji.

5)
(a) y=g—
or — 1
(b) y = ;+2
)
(c) y:x—l—;.
—24? 4 3
(d) y= g:i
(¢) y—4x2x+1
1
(t) y_x2i—2+4



1—- 2z
N T +2)%
20+ 1

22 —6x+9
x

1— a2
r—1
2+ x
22H+r+1
2 —x+1
202 + 1
) y= 2T
My 1)
_2352—1—1
o217

(m) y

3. W obwodzie elektrycznym mamy zrédlo pradu statego o napieciu U i opornosci wewnetrznej
r = 1 (jedna ustalona jednostka) do ktorego podlaczono urzadzenie o opornosci R jednostek.

(a) Znalez¢ wzor na wydzielona moc na tym urzadzeniu jako funkcje R.

(b) Korzystajac z techniki z poprzedniego zadania znalezé R dla ktorego wydzielona moc
bedzie najwicksza.



4. Trygonometria.

1 2 3
1. W ukladzie wspotrzednych narysowac katy arcsin 5’ arccos 5 arctg 6 oraz arccos (—?>

2. Udowodni¢ ponizsze tozsamosci.

(a) arccos(—x) = m —arccosz dla —1 <z < 1.

(b) arcsinz + arccosz = g dla -1 <z <1

T
(c) arctgr + arcctgr = B dla z € R.
3. Udowodni¢ ponizsze tozsamosci.

(a) arcsinz = arccos V1 — x2 = arctg dla0 <z <1

x
V1—22
)

b) arccosz = arcsin V1 — 22 = arct —l' dla0 <z <1.
Vv g
T

, T
(c) arctgr = arcsin ——— = arccos dla z > 0.

1
V1+ 22 V1+ 22

4. Zmalez¢ dziedziny naturalne ponizszych funkcji. Korzystajac z poprzedniego zadania uproscic
ich wzory tak, by nie zawieraly zadnych operacji trygonometrycznych.

(a) cos(arcsinx).

(b) tg(arcsin x).

)
)
(c) sin(arccos z).
(d)
)
)

tg(arccos ).

d
(e) sin(arctgz).
(f) cos(arctgx).

5. Ponizsze katy zapisa¢ w postaci aw, a € Q.
. . T
(a) arcsin (sm 7)

5
(b) arcsin (sin ?7()
3
(c) arccos (cos 7?)
9
(d) arccos (COS ?ﬂ'>
5
(e) arctg (tg?ﬂ).
9
(f) arctg <tg?7r).
. D
(g) arccos <sm §7r>
) 9
(h) arcsin (COS ?77')

10



6. (*) Zapisa¢ ponizsze funkcje w postaci funkcji o wielu wzorach na odpowiednich podzbiorach
tak, by wzory te nie zawieraly funkcji trygonometrycznych.

(a) arcsin(sinz).
(b) arccos(cosz).

(c) arctg(tgr).

7. Rozwiazaé ponizsze rOwnania.

(a) sinx = ? dla z € [0, 27].

1
(b) cosx = —3 dla z € [—m,27].

(c) tgx =1dla x € [0, 3n].
(d) sinx =1 dla x € [—120°,240°].

5
cos T = g dla = € [~300°, 30°),

)

) tgz = —V/3 dla z € [—180°, 360°].
g) sinxz = 0.4 dla = € [0, 27].
)
)
)

1
cosT = o dla z € [—m, 37].

tgr = 7 dla z € [0, 27].
sinz = —In2 dla x € [—180°,180°].

2
(k) cosz = —\%— dla = € [0°,500°].
1
() tgx = 5 dla x € [—360°,120°].
1
(m) sin (2:}0 - g) =3 dla z € [0, 27].

1
(n) cos (533 - %) = —1dla z € [-27, 37].

2 1
(p) sin (gx) =-3 dla = € [—180°, 180°].
2
(q) cos(x +80°) = g dla = € [—360°, 360°].
(t) tg(2z — 100°) = 2 dla = € [0°, 180°].
8. Rozwiaza¢ ponizsze rOwnania.
. . 3m

(a) sinx = sin (2$ + Z) dla z € [0, 27].
(b) cosx = cos (m - g) dla z € [—27, 27].

(c) tg(2z) = tg (E%T — 3$) dla z € [0, 7.

(d) sin(zx — 140°) = sin(z + 220°) dla = € [—-1000°, 1000°].

11



(e) cos(z 4 80°) = cos(z — 80°) dla x € [—360°, 360°].
(f) tg(z + 80°) = tg(x — 80°) dla = € [0°,180°].

9. Rozwiaza¢ ponizsze rOwnania.

)
) tg’r = 3 dla x € [—180°,180°].

) 2sin®x — 3sinz + 1 = 0) dla z € [0°,360°].
) V2cos?z +cosz =0 dla z € [—n, 7).

) sin(2x) = 2cosz dla z € [0, 7].

) cos(2x) =3 — 2cosx dla x € [—100°,200°].
) sinz = 4tgr dla x € [—2m, 27].

) cosz = 1.5tgx dla z € [0°,180°].

) tg(2x) = 2tgx dla x € [0°,180°].

)

10. Rozwiaza¢ ponizsze nieréwnosci.

3
(a) sinx < \/7_ dla z € [0, 27].

1
b) cosz > — dla z € |—m, 7|.

2
(c) 1 <tgr <3 dlaxel0,3n]

4

(e) 2sin’x + 3sinz + 1 > 0 dla x € [0°,360°].

(f) cos?x —cosx < 0 dlax € [0,47).
(g) 2sinz < tgz dla z € [0°,360°].

1
(d) sin (§(E) > =3 dla = € [—180°, 180°].

11. Niech a,b # 0. Wykazac, ze funkcja postaci f(z) = asinx+bcos x jest szczegolnym przykladem
tzw. sinusoidy, a doktadniej, moze byé¢ przedstawiona w postaci

f(z) = Asin(z + «),

gdzie A > 0 i o € [0,2m). Znalez¢ wzoér na A oraz wykazaé, ze kat « jest wyznaczony
a b

sino = —.

A’ A

12. Korzystajac z wyniku poprzedniego zadania rozwiaza¢ ponizsze rownania.

jednoznacznie poprzez réwnania cos o =

(a) sinz + cosz =1 dla [—m, 7.

(b) sinz — cosx = 1 dla [0°,360°].

(c) sinx ++v/3cosz =1 dla [~7, 7).

(d) sinz —v/3cosz =1 dla [~180°, 180°].
(e) V3sina + cosz = 1 dla [, 7].
(f) V3sinz — cosx =1 dla [0°,360°].
(g) 3sinx +4cosx =5 dla [0°,360°].
(h) 3sinx —4cosx =1 dla [—m,7].

12



13. Udowodni¢ nastepujace rownosci

(a) arcsin — — arccos — =

™
V17 V3i 4

3
(b) arctg2 + arctg3 = i

14. (*) Wykazad, ze
- = Zlaurctg1 — arctgi.
5 239
Wynik ten w potaczeniu z szeregiem potegowym funkeji arctgx pozwala efektywnie liczy¢ liczbe

7 z duza dokladnoscia.

w3

15. Udowodnié, ze dla x < 1 prawdziwy jest wzor
T T+
arctgx + — = arctg——.
4 1—2z
Znalez¢ i udowodnié¢ wersje tego wzoru dla z > 1.

13
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4.

ot

5. Ciagi liczbowe.

. Korzystajac z definicji udowodni¢ dowolne trzy reguly arytmetyki granic skonczonych, kazda z
innym typem operacji.

. Korzystajac z definicji udowodni¢ dowolne trzy reguty arytmetyki granic nieskoriczonych, kazda
z innym typem operacji.

. Korzystajac z definicji udowodnié, ze
(a) lim a, =0< lim |a,| =0,
n—oo n—oo

(b) lim a, =L € R\ {0} = lim |a,| = |L],
n—oo

n—oQ
(¢) lim a, = —oco = lim |a,| = oo, co daje regule | — oo| = oc.
n—oo n—oo

(*) (proba odwrocenia implikacji z poprzedniego zadania) Niech lim |a,| = L > 0. Co mozna
n—oo

powiedzie¢ o lim a, 7 Przeanalizowa¢ rozne przyktady, rozpatrzy¢ rozne przypadki, sfor-
n—o0

mutowaé¢ wniosek i podaé¢ dowod.

(*) (proba stworzenia arytmetyki granic, gdy pojawia sie rozbieznosé)

Co mozna powiedzie¢ o "operacjach" podanych ponizej? Lewa strona odnosi sie do ciggow,
ktore maja granice skonczone (liczba), nieskoriczone (jedna z nieskoriczono$ci) lub nie maja
granicy (brak granicy). Czy da sie zdefiniowa¢ prawa strone tych "operacji"?

Np. brak granicy + nieskoniczono$¢ oznacza, ze a, nie ma zadnej granicy, a b, jest rozbiezny
do oo lub do —oo. Co mozemy powiedzie¢ o granicy a,, + b, 7

Jesli odpowiedz jest jednoznaczna to poda¢ dowdd. Jesli wszystko jest mozliwe to podac
odpowiednie przyklady. Jesli odpowiedz nie jest jednoznaczna ale nie wszystko jest mozliwe to
podaé¢ odpowiednie przyktady dla wynikéw, ktore mogg sie pojawi¢ oraz dowody dla wynikow,
ktore nie moga mie¢ miejsca.

e brak granicy =+ liczba,

brak granicy + nieskoniczonosc,

brak granicy + brak granicy,

brak granicy - liczba # 0,

brak granicy - 0,

brak granicy - 0%,

brak granicy - nieskoriczonosc,

brak granicy - brak granicy,

(brak granicy)hCZba,

(brak granicy)nieSkOCZOIlosc

b

brak granicy

(brak granicy)

(*) Korzystajac z twierdzenia o Sredniej arytmetycznej i Sredniej geometrycznej wykazaé, ze

lim /n = 1.

n—o0

1

Niech a > 11 p > 0. Korzystajac z wyniku z poprzedniego zadania wykazac, ze lim
n—o00 n

Nastepnie wywnioskowaé, ze

14



(a) 3C >0Vn e N, log,n < Cn,

(b) lim 3/log,n = 1.

n—oo

(c¢) lim (n — plog,n) = oo,

n—oo
(d) lim — = oo oraz lim — = 0.
n—oo NP n—oo q"

8. Obliczy¢ granice ponizszych ciggow.

(a) V5 27 —3" 174"

1 2 3
[ I i
(b) \/n LT NG
(c) /W(n), gdzie W jest wielomianem roznym od zerowego.
(d) /n'+10m

(e) V/In(n? +n+2)-|z*"*!, gdzie x jest staly roing od 0.

9. (*) Wykazaé, ze lim V/n! = cc.

n—oo

15



6. Granice funkcji.

16



