
1. Caªki niewªa±ciwe.

1. Obliczy¢ poni»sze caªki.

(a)

∞∫
1

1√
x(x+ 3)

dx.

(b)

∞∫
1

1

( 3
√
x+ 2)2

dx.

(c)

∞∫
0

2x

4x + 1
dx.

(d)

0∫
−∞

1

x2 − 3x+ 2
dx.

(e)

1∫
−∞

xe2xdx.

(f)

∞∫
1

x+ 1

2x3 + x2
dx.

(g)

∞∫
1

lnx

(x+ 1)2
dx.

(h)

∞∫
0

e−x sinxdx.

(i)

∞∫
−∞

e−|x+2|dx.

(j)

∞∫
−∞

x3 + 1

(x4 + 4x+ 7)2
dx.

2. Obliczy¢ poni»sze caªki.

(a)

∞∫
a

Axdx oraz

a∫
−∞

Axdx dla a ∈ R oraz A > 0.

(b)

∞∫
−∞

1

ax2 + bx+ c
dx dla a 6= 0, b, c ∈ R oraz ∆ = b2 − 4ac < 0.

(c)

∞∫
a

1

(x− x1)(x− x2)
dx dla a, x1, x2 ∈ R takich, »e x1 < x2 < a.
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(d)

∞∫
a

1

x lnp x
dx dla a, p > 0.

(e)

∞∫
a

lnx

xp
dx dla a, p > 0.

3. Wzory typu "caªka z sumy/ró»nicy = suma/ró»nica caªek" (prawdziwe dla caªek oznaczonych) nie

musz¡ by¢ prawdziwe dla caªek niewªa±ciwych. Pokaza¢, »e je»eli f(x) =
1

x
oraz g(x) =

1

x− 1
to

∞∫
2

(f(x) + g(x))dx =

∞∫
2

f(x)dx+

∞∫
2

g(x)dx

ale ju» równo±¢
∞∫
2

(f(x)− g(x))dx =

∞∫
2

f(x)dx−
∞∫
2

g(x)dx

nie zachodzi.

4. Wykaza¢, »e je»eli caªka

a∫
−∞

f(x)dx posiada warto±¢ sko«czon¡ lub niesko«czon¡ to zachodzi wzór

a∫
−∞

f(x)dx =

∞∫
−a

f(−x)dx.

5. Wykaza¢, »e je»eli F
′
= f na R to zachodzi wzór

∞∫
−∞

f(x)dx = lim
T→∞

F (T )− lim
S→−∞

F (S),

przy zaªo»eniu, »e prawa strona wzoru jest okre±lona.

Wzór ten pozwala przyspieszy¢ i upro±ci¢ rachunki przy obliczaniu caªek po caªym R.

6. Wykaza¢, »e dla funkcji f caªkowalnej na ka»dym przedziale typu [a, T ]

(a) je»eli lim
x→∞

f(x) > 0 to

∞∫
a

f(x)dx =∞,

(b) je»eli lim
x→∞

f(x) < 0 to

∞∫
a

f(x)dx = −∞.

7. (?) Poda¢ przykªad funkcji elementarnych ci¡gªych na [a,∞) dla których lim
x→∞

f(x) nie istnieje, a

warto±¢ caªki

∞∫
a

f(x)dx

(a) jest sko«czona,
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(b) jest niesko«czona,

(c) nie istnieje.

8. Korzystaj¡c z odpowiedniego kryterium zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych caªek.

(a)

∞∫
1

2x2 + x+ 1

x4 + x+ 1
dx.

(b)

∞∫
1

2x3 + x+ 1

x4 + x+ 1
dx.

(c)

∞∫
1

2x − 1

5x − 1
dx.

(d)

∞∫
10

5 · 3x + 2x + 1

4x − 2 · 3x − 7
dx.

(e)

∞∫
3

5
√
x6 + x+ 2√

2x4 − x3 + 2
dx.

(f)

∞∫
1

(√
x4 + 1− x2

)
dx.

(g)

∞∫
1

(√
x4 + x+ 1− x2

)
dx.

(h)

∞∫
1

(
1− 2

x

)x
dx.

(i)

∞∫
1

(ln(2x+ 1)− lnx) dx.

(j)

∞∫
1

lnx√
3x+ 5

dx.

(k)

∞∫
π

x2 + cosx

x3 + x2 ·
√
x
dx.

(l)

∞∫
π

1 + cos x

x+
√
x
dx.

(m) (?)

∞∫
π

x2
(

1− cos
1

x

)
dx.

9. (kontynuacja poprzedniego zadania) Korzystaj¡c z odpowiedniego kryterium zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych
caªek.
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(a)

∞∫
1

sin
1
3
√
x
dx.

(b)

∞∫
1

sin4 1
3
√
x
dx.

(c)

∞∫
1

3

√
sin

1

x4
dx.

(d)

∞∫
1

ln

(
1 +

3

2x

)
dx.

(e)

∞∫
1

x2 · tg 1

x3
dx.

(f)

∞∫
1

2x · arctg
1

3x
dx.

(g)

∞∫
1

sin
1
3
√
x
· arcsin

1√
x
dx.

(h) (?)

∞∫
1

(
e

1
x − 1− 1

x

)
dx.

10. Pola i obj¦to±ci obszarów nieograniczonych oraz ich sko«czono±¢.

(a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami ukªadu i krzyw¡ f(x) = e−
√
x.

(b) Obszar ograniczony osi¡ X i wykresem krzywej y =

√
lnx

3
√
x2

zostaª obrócony wokóª osi X i

utworzyª bryª¦ obrotow¡. Obliczy¢ jej obj¦to±¢.

(c) Uzasadni¢, »e chocia» obj¦to±¢ bryªy z b) jest sko«czona to obracany obszar ma pole niesko«c-
zone.

11. Uzasadni¢, »e poni»sze caªki s¡ zbie»ne bezwzgl¦dnie.

(a)

∞∫
1

sin(x2)

x 3
√
x+ 2

dx.

(b)

∞∫
2π

4 cosx− 3

2x − 1
dx.

(c)

∞∫
π

sin(2x)

x2 + cos(5x)
dx.
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(d)

∞∫
0

3x cosx

2x + 5x
dx.

12. (?) Wykaza¢, »e dla dowolnego A 6= 0, B ∈ R i a > 0 caªka

∞∫
a

cos(Ax+B)

x
dx jest zbie»na

warunkowo.

13. Obliczy¢ warto±ci gªówne poni»szych caªek.

(a)

∞∫
−∞

x3 + sin(2x)

x 3
√
x+ 2

dx.

(b)

∞∫
−∞

x2

x6 + 1
dx.

(c)

∞∫
−∞

x · |x+ 1|dx.

(d)

∞∫
−∞

(−x2 + x+ 1 + |x2 − 1|)dx.

(e)

∞∫
−∞

sin
(
x+

π

6

)
dx.

14. Obliczy¢ poni»sze caªki niewªa±ciwe drugiego rodzaju.

(a)

64∫
0

√
x+ 2 3

√
x

x
dx.

(b)

1∫
0

lnx
3
√
x
dx.

(c)

2∫
1

2x

2x − 4
dx.

(d)

4∫
1

1

2−
√
x
dx.

(e)

1∫
−1

1

x2
e

1
xdx.

15. Istnieje wiele wzorów, które sprowadzaj¡ caªki niewªa±ciwe drugiego rodzaju do caªek niewªa±ciwych
pierwszego rodzaju. Udowodni¢ poni»sze dwa.
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(a) Je»eli f jest ci¡gªa na przedziale (a, b] to zachodzi wzór
b∫

a

f(x)dx =

∞∫
c

1

t2
f

(
a+

1

t

)
dt, gdzie c =

1

b− a
.

(b) Je»eli f jest ci¡gªa na przedziale [a, b) to zachodzi wzór
b∫

a

f(x)dx =

∞∫
c

1

t2
f

(
b− 1

t

)
dt, gdzie c =

1

b− a
.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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