
2. Szeregi liczbowe.

1. Korzystaj¡c z postaci szeregów teleskopowych wyznaczy¢ dokªadn¡ warto±¢ poni»szych sum, maksy-
malnie upraszczaj¡c ko«cowy wynik.

(a)
∞∑
n=1

(
1

n2 + 1
− 1

(n+ 1)2 + 1

)
.

(b)
∞∑
n=0

(
arccos

(
1

n+ 1

)
− arccos

(
1

n+ 3

))
.

(c)
∞∑
n=1

1

n2 + 3n
.

(d)
∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1 + (n+ 1)

√
n
.

(e)
∞∑
n=2

ln
(
1 + 1

n

)
ln(n+ 1) · lnn

.

2. (?) Rozpatrujemy liczby x, y ∈ R takie, »e xy 6= −1.

(a) Udowodni¢, »e je»eli x i y maj¡ te same znaki to zachodzi wzór

arctgx− arctgy = arctg

(
x− y

1 + xy

)
oraz poda¢ przykªad takich x i y dla których wzór ten nie zachodzi.

(b) Korzystaj¡c z powy»szego wzoru wyznaczy¢ dokªadn¡ warto±¢ sumy
∞∑
n=1

arctg

(
2

n2

)
,

maksymalnie upraszczaj¡c ko«cowy wynik.

3. Korzystaj¡c z odpowiedniego kryterium zbada¢ zbie»no±¢ oraz zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ poni»szych
szeregów.

(a)
∞∑
n=1

√
2n2 + n− 3 +

3
√
n5

n3 + 2
.

(b)
∞∑
n=1

(2n2 + n+ 3)30 + 1

n!
.

(c)
∞∑
n=1

2n + 3n

2n + n2 · 3n
.

(d)
∞∑
n=1

(
2n+ 1

5n+ 2

)n

.

(e)
∞∑
n=1

(
5n+ 1

5n+ 2

)n

.
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(f)
∞∑
n=1

(
arccos

(
5n+ 1

5n+ 2

))n

.

(g)
∞∑
n=1

arctg

(
1√
n

)
.

(h)
∞∑
n=1

3 + cos(n2)
5
√
n3

.

(i)
∞∑
n=1

cos(n2)

(ln 2)n + (ln 3)n
.

(j)
∞∑
n=1

(−1)n · n
n2 + 200

.

(k)
∞∑
n=1

(−1)n · n
n3 + 200

.

(l)
∞∑
n=1

(−1)n · ( 3
√
n+ 7− 3

√
n).

(m)
∞∑
n=1

(−1)n cos(n)√
2n − 1

.

4. (kontynuacja poprzedniego zadania) Zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych szeregów.

(a)
∞∑
n=1

√
sin

1

n2
.

(b)
∞∑
n=1

7n arcsin2

(
1

3n

)
.

(c)
∞∑
n=2

4
√
n · tg

(
1
3
√
n

)
·
(

n
√
5− 1

)
.

(d) (?)
∞∑
n=1

(
1
3
√
n
− arctg

(
1
3
√
n

))
.

5. Korzystaj¡c ze znanego oszacowania dla logarytmu naturalnego:

∀p > 0 ∃C > 0 ∀n > 2 1 ≤ lnn ≤ Cnp

zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych szeregów.

(a)
∞∑
n=3

1

n2 lnn
.

(b)
∞∑
n=3

ln2 n

n · 3
√
n4

.

(c)
∞∑
n=3

√
n−
√
lnn

n2 .
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(d)
∞∑
n=3

lnp n

nq dla p, q > 0.

(e)
∞∑
n=3

1

lnp n · nq dla p, q > 0, q 6= 1.

6. (Brakuj¡cy przypadek ostatniego przykªadu z poprzedniego zadania.)

Wykaza¢, »e w przypadku szeregu

∞∑
n=3

1

n · lnp n
, p > 0,

nie da si¦ okre±li¢ zbie»no±ci korzystaj¡c z oszacowania w poprzednim zadaniu. Zbada¢ zbie»no±¢
tego szeregu inn¡ metod¡.

7. Niech a > 1 oraz p ∈ R. Korzystaj¡c z analizy odpowiedniego szeregu wykaza¢, »e ci¡gi
an

n!
oraz

np

an
d¡»¡ do 0.

Wywnioskowa¢ st¡d, »e równie»
np

n!
d¡»y do 0, a

n!

an
,
an

np
i
n!

np
d¡»¡ do ∞.

8. (?) Korzystaj¡c z kryterium Raabego (temat do samodzielnego zgª¦bienia) wykaza¢, »e

(a) szereg
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!! · (2n+ 1)
jest zbie»ny,

(b) szereg
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
jest rozbie»ny,

gdzie (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1) oraz (2n)!! = 2 · 4 · 6 · ... · (2n).
Wynik z (a) daje zbie»no±¢ szeregu pot¦gowego funkcji arcsinx dla x = ±1.

9. Wykaza¢, »e szereg
∞∑
n=2

1 + 2 · (−1)n

n
jest szeregiem naprzemiennym o wyrazie ogólnym d¡»¡cym do

0 ale suma tego szeregu jest niesko«czona.

Na tej podstawie uzasadni¢, »e warto±¢ bezwzgl¦dna wyrazu ogólnego tego szeregu nie jest ci¡giem
monotonicznym.

10. (?) Udowodni¢ poni»sze twierdzenie:

je»eli mamy szereg naprzemienny
∞∑

n=n0

(−1)nan, an > 0, i ci¡g an jest niemalej¡cy to suma
∞∑

n=n0

(−1)nan

nie istnieje.

St¡d wynika, »e je»eli mamy szereg naprzemienny dla którego kryterium d'Alemberta daje przypadek
rozbie»no±ci to suma tego szeregu nie istnieje.
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