
3. Szeregi pot¦gowe.

1. Wyznaczy¢ wszystkie x ∈ R dla których poni»sze szeregi s¡ zbie»ne (warto wpierw spojrze¢ na
zadanie 2).

(a)
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
.

(b)
∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
.

(c)
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
.

(d)
∞∑
n=1

(x− 1)n

4
√
n · 2n − 1

.

(e)
∞∑
n=0

(2x+ 1)n(2n + 3n).

(f)
∞∑
n=0

(x+ 2)2n+1

n2 · 4n + n · 3n + 5
.

(g)
∞∑
n=0

(x+ 2)n
(
n+ 2

n

) n2 + 5√
n+ 5 .

(h)
∞∑
n=0

(x+ 2)n
(
n− 2

n

) n2 + 5√
n+ 5 .

(i)
∞∑
n=1

(x− 3)n

ln(2n+ 1)
.

(j)
∞∑
n=0

2n · xn5+n+1.

2. Wygodne twierdzenie, które pozwala przyspieszy¢ rachunki przy wyznaczaniu zbie»no±ci szeregu
pot¦gowego.

(a) Uzasadni¢, »e je»eli szereg pot¦gowy na jednym z ko«ców przedziaªu zbie»no±ci jest zbie»nym
szeregiem o wyrazach nieujemnych to jest tak»e zbie»ny na drugim ko«cu przedziaªu zbie»no±ci.

(b) Poda¢ przykªady, »e je»eli ten szereg na tym ko«cu przedziaªu zbie»no±ci jest szeregiem o
wyrazach nieujemnych ale rozbie»nym to na drugim drugim ko«cu przedziaªu zbie»no±ci sz-
ereg ten mo»e by¢ zarówno zbie»ny jak i rozbie»ny.

3. Korzystaj¡c z rozwini¦¢ Maclaurina standardowych funkcji elementarnych znale¹¢ rozwini¦cia Maclau-
rina poni»szych funkcji. Wyznaczy¢ przedziaªy zbie»no±ci tych rozwini¦¢.

Wyniki poda¢ w postaci maksymalnie uproszczonej
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• z u»yciem operacji sumowania
∑

,

• w postaci rozwini¦tej, obliczaj¡c trzy pierwsze wyrazy rozwini¦cia.

(a) f(x) = xe2x + ln(1− x).

(b) f(x) = sin x− 1

3
sin(3x).

(c) f(x) = ln(1 + 4x2).

(d) f(x) = ln(4− x2).
(e) f(x) = arctg(5x3).

(f) f(x) =
1

2 + x2
.

(g) f(x) =
x

8− x3
.

(h) f(x) =
1

(1 + x2)2
.

(i) f(x) =
1

(2− x)3
.

4. Korzystaj¡c z rozkªadu na uªamki proste i z rozwini¦cia Maclaurina odpowiedniej funkcji elemen-
tarnej wyznaczy¢ szeregi Maclaurina poni»szych funkcji.

(a) f(x) =
3x− 5

x2 − 3x+ 2
.

(b) f(x) =
x2 + 2x

x3 + x2 + 4x+ 4
.

5. Korzystaj¡c z popularnych szeregów Maclaurina obliczy¢ sumy poni»szych szeregów.

(a)
∞∑
n=1

3n

n!
.

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

n
.

(c)
∞∑
n=1

2n

n
.

(d)
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)
.

(e)
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1) · 3n
.

(f)
∞∑
n=0

(−π2)
n

(2n+ 1)!
.

(g)
∞∑
n=1

(−π2)
n

24n(2n)!
.
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6. Pokaza¢, »e dla x ∈ (−1, 1) mamy wzór

√
1 + x = 1 +

1

2
x+

∞∑
n=2

(−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!!
xn.

7. (a) Korzystaj¡c z techniki ró»niczkowania/caªkowania odpowiedniego szeregu pot¦gowego znale¹¢

sum¦ szeregu
∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2, x ∈ (−1, 1).

(b) Wyprowadzi¢ uzyskany wzór jeszcze raz, bezpo±rednio korzystaj¡c z rozwini¦cia dla funkcji
(1 + x)p z odpowiednio dobranym p.

8. Wyznaczy¢ warto±¢ poni»szych sum poprzez wyznaczenie sumy odpowiedniego szeregu pot¦gowego.

(a)
∞∑
n=1

n

3n
.

(b)
∞∑
n=1

3n+ 1

2n
.

(c)
∞∑
n=1

1

(n+ 1) · 2n
.

9. Wyznaczy¢ szeregi Maclaurina caªek nieoznaczonych F (x) =

∫
f(x)dx z poni»szych funkcji f .

(a) f(x) = e−
1
2
x2 .

(b) f(x) = x cos(x3).

(c) f(x) = ln(1− x12), x ∈ (−1, 1).
(d) f(x) =

3
√
1 + x7, x ∈ (−1, 1).

10. Znale¹¢ szeregi liczbowe, których sumy s¡ równe poni»szym caªkom oznaczonym.

(a) f(x) =

2∫
1

ex
3

dx.

(b) f(x) =

π∫
π
2

x2 sin(x2)dx.

(c) f(x) =

1
2∫

0

4
√
1 + x4dx.

11. Korzystaj¡c z twierdzenia Abela o zbie»no±ci szeregu pot¦gowych na ko«cach przedziaªu zbie»no±ci
uzasadni¢ zbie»no±¢ szeregów pot¦gowych dla poni»szych funkcji.

(a) ln(1 + x) dla x = 1.

(b) arctgx) dla x = ±1.
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(c) (?)
√
1 + x dla x = ±1.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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