
4. Funkcje wielu zmiennych.

1. Dla poni»szych zbiorów wyznaczy¢ ich wn¦trze, zewn¦trze i brzeg, a nast¦pne zbada¢ czy s¡ one

• otwarte,

• domkni¦te,

• brzegowe,

• spójne,

• ograniczone,

• obszarami otwartymi lub domkni¦tymi.

(a) A = {(x, y) ∈ R2 : 1 < (x− 1)2 + (y + 5)2 ≤ 2}.
(b) B = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < x2 + y2 + z2 < 4}.
(c) C = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≥ 2, |y| ≤ 4}.

(d) D =

{
x ∈ R :

1

x
< 5

}
.

(e) E =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x =

1

n
, y =

2

n
, z =

3

n
, n ∈ N+

}
.

(f) Zbiór liczb wymiernych.

2. Zidenty�kowa¢ i narysowa¢ powierzchnie dane poni»szymi równaniami. Tam, gdzie to mo»liwe poda¢
formaln¡ nazw¦ powierzchni i jej parametry, w pozostaªych przypadkach poda¢ sposób konstrukcji.

(a) f(x, y) =
√

2− x2 − y2 + 2x.

(b) f(x, y) = 2−
√
−3− x2 − y2 − 4y.

(c) f(x, y) = −
√
x2 + y2 + 2x+ 1.

(d) f(x, y) = 3 +
1

2

√
x2 + y2 − 6x+ 2y + 10.

(e) f(x, y) = ln(x2 + y2 − 1).

(f) f(x, y) = (x2 + y2 + 2x)2.

(g) f(x, y) = 2x2 − 3x+ 1.

(h) f(x, y) =
2

y
.

3. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny naturalne poni»szych funkcji.

(a) f(x, y) =
√
xy − 2y.

(b) f(x, y) =
1

x+ y − 2
+ ln(2− x2).

(c) f(x, y) =

√
4− x2 − y2

4
√
x2 + y2 + 4x

.

(d) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 − 4z2.
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(e) f(x, y, z) = arccos(x2 + y2 + z2 + 2z).

(f) f(x, y, z) = 3
√
x · 1

y + 3
· 1

1− ez
.

4. Obliczy¢ poni»sze granice.

(a) lim
x→ 5
y → 4
z → 1

(2x− 3y + 2z) sin

(
1

x− y − z

)
.

(b) lim
x→ 1
y → −1

(x3 + y3)

⌊
π

x+ y

⌋
.

(c) lim
x→ 0
y → 0

sin(x+ y)
5
√
x+ y + 1− 1

.

(d) lim
x→ 2
y → 2
z → 0

ex−y+z + ey−x−z − 2

(x− y + z)2
.

(e) lim
x→ −2
y → 1

2x · 4y − cos(x+ 2y)

x+ 2y
.

5. Wykaza¢ brak istnienia poni»szych granic.

(a) lim
x→ 0
y → 0

sin(xy)

x2 + y2
.

(b) lim
x→ 0
y → 0
z → 0

e
1

x−y−z .

(c) lim
x→ 1
y → 2

x+ y − 3

x2 + y − 3
.

(d) lim
x→ 1
y → 1
z → 1

(x+ y − 2z) ln
(
(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2

)
.

6. Wyznaczy¢ zbiór punktów ci¡gªo±ci poni»szych funkcji.

(a) f(x, y) =

{
x+ y, x+ y ≥ 0,
3x− 5y + 1, x+ y < 0.
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(b) f(x, y) =

{ √
2− x2 − y2, x2 + y2 ≤ 1,√
x2 + y2, x2 + y2 > 1.

(c) f(x, y, z) = sgn(x2 + y4 + (z + 1)6).

(d) f(x, y, z) =

{ x+y+z
x+y+2z

, x+ y + 2z 6= 0,

1, x+ y + 2z = 0.

7. Dobra¢ parametr a tak, by funkcja f byªa ci¡gªa na swojej dziedzinie.

(a) f(x, y) =

{
x+ y − 1, y ≥ x+ 1,
ax− 2y + 2, y < x+ 1.

(b) f(x, y) =

{
(x+ ay) ln(x+ y), x+ y > 0,
0, x+ y ≤ 0.

(c) f(x, y, z) =

{ x+y+az
x+y+2z

, x+ y + 2z 6= 0,

1, x+ y + 2z = 0.
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