5. Pochodne i rézniczkowalno$é funkcji wielu zmiennych.

1. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu ponizszych funkcji i sprawdzié¢ prawdziwosé
twierdzenia Schwarza.

2. Korzystajac z twierdzenia Schwarza obliczy¢ wszystkie

(a) pochodne czastkowe trzeciego rzedu funkeji f(x,y) = cos(zy?),

(b) pochodne czastkowe trzeciego rzedu funkcji f(x,y,2) = 2 - Jy - 2,
3
(¢) pochodne czastkowe czwartego rzedu funkcji f(z,y) = =,
T

(d) pochodne czastkowe n-tego rzedu funkcji f(z,y) = e** .
3. Sprawdzi¢, ze

(a) f(x,y) =log(z® +y* — 2z — 2y + 2) spelnia rownanie f., + f,, = 0,
(b) f(x,y,2) = /(2 +sin(x — 2)) - (y — 22)* spekia réwnanie f, +2f, + f. = 0.

4. Dana jest funkcja f(x,y) = In(2y + 8 — 2% — y*). Narysowaé zbior wszystkich punktow (z,y) dla
ktorych fo,(x,y) <O0.

5. (*) Policzylismy wszystkie pochodne czastkowe rzedu n funkeji & zmiennych na ustalonym otwartym
podzbiorze dziedziny. Ile maksymalnie r6znych wzoréw mozemy otrzymadé jezeli na tym zbiorze
wszystkie te pochodne sg funkcjami ciaglymi?

6. Wyznaczy¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji
(a) f(r,y) = te(e +2y) w punkeie (0,0, £(0,0)),

(b) f(z,y) = arctg(x® — y) w punkcie jego przeciecia z osia Y,
(¢) f(z,y) = (20 +y — 1)° w punkcie jego przeciecia z prosta

r=1+1
L: y=—-14+2t ,teR,
z=—t

(d) f(z,y) = (z+ 3y +1)* + (x — y)* w punkcie wspolnym z plaszczyzna XY

Uzasadni¢, ze te plaszczyzny sg rzeczywiscie plaszezyznami stycznymi poprzez zbadanie rozniczkowal-
nosci tych funkcji w odpowiednich punktach.



10.

11.

. Dla funkcji f(x,y) = |z| - |y| i ¥ = [— -

. Dana jest powierzchnia okreslona rownaniem z = +/2x —y?. Wyznaczy¢ wszystkie punkty tej

powierzchni w ktorych ptaszczyzna styczna

r =3t
(a) jest prostopadia do prostej L:{ y= —t ,t€R,
z=1-2t

(b) jest rownolegla do plaszcezyzny 11 : —2x + 32+ 1 = 0,
(c) jest rownolegla do plaszezyzny 11 : z + 2y + 32 = 0,

(*) Wykresem funkeji f = f(x,y) jest powierzchnia obrotowa wokol osi Z. Zaktadamy, ze pewne
otoczenie punktu P = (0,0) zawiera sie w dziedzinie f.

(a) Wykazaé, ze w P albo istnieja obie pochodne f,, f, istnieja albo zadna z nich. W pierwszym z
tych przypadkéw wyznaczy¢ wartosci tych pochodnych w P.

(b) Wykaza¢, 7e istnienie f,(P) gwarantuje rozniczkowalno$é¢ f w punkcie P i znalez¢ réwnanie
plaszczyzny stycznej do wykresu f w P.
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0
obliczy¢ bezposrednio z definicji —f(O, 2).
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Obliczy¢ pochodne kierunkowe danych funkcji f w danych punktach P i w zadanych kierunkach v.

(a) flz,y)=a™, P=(2,1),7= {—%—%}

T w 2 1
b — sin(2 ¢ P=(Z. T o= |—= ——|.
) fay) =sin(eneostaten)), P = (5,-5). 0= |-z -
i [ 221
(¢) flz,y,2) =(y+22)", P=1(2,2,0), V= |—=, =, = |.
3°3° 3
Dana jest funkcja f(z,y) = iﬁ% oraz punkt P = (1,1).

0
(a) Wyznaczy¢ wszystkie wersory ¢ dla ktorych 8—{(]3) osiagga najwieksza wartose.
U
Obliczy¢ ta wartosé.

0
(b) Wyznaczy¢ wszystkie wersory U dla ktorych a—j;(P) osiaga najmniejszg wartosc.
U
Obliczy¢ ta wartosé.

0
(¢) Wyznaczy¢ wszystkie wersory o dla ktorych a—j;(P) = 0.
U
(d) Dla 7 {1 3] ¢ i ¢ zbic tkich punktow (z,y) w ktérych
a v = |——,———| wyznaczy¢ i narysowaé zbior wszystkich punktow (z,y) w ktoryc
o~ g | Wymacey y y p y y
(2, y) = 0.
52 (1Y)
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