
5. Pochodne i ró»niczkowalno±¢ funkcji wielu zmiennych.

1. Obliczy¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du poni»szych funkcji i sprawdzi¢ prawdziwo±¢
twierdzenia Schwarza.

(a) f(x, y) = (2x+ y2 + 3)7.

(b) f(x, y) =
√

(x− 1)2 + y2.

(c) f(x, y) = x ln(xy2 + y + 1).

(d) f(x, y, z) =
1

x4 + y4 + z4
.

(e) f(x, y, z) =
x
3
√
y

+
y
3
√
z

+
z
3
√
x
.

2. Korzystaj¡c z twierdzenia Schwarza obliczy¢ wszystkie

(a) pochodne cz¡stkowe trzeciego rz¦du funkcji f(x, y) = cos(xy2),

(b) pochodne cz¡stkowe trzeciego rz¦du funkcji f(x, y, z) = x2 · 4
√
y · z,

(c) pochodne cz¡stkowe czwartego rz¦du funkcji f(x, y) =
y3

x2
,

(d) pochodne cz¡stkowe n-tego rz¦du funkcji f(x, y) = e2x−y.

3. Sprawdzi¢, »e

(a) f(x, y) = log(x2 + y2 − 2x− 2y + 2) speªnia równanie fxx + fyy = 0,

(b) f(x, y, z) = 3
√

(2 + sin(x− z)) · (y − 2z)4 speªnia równanie fx + 2fy + fz = 0.

4. Dana jest funkcja f(x, y) = ln(2y + 8 − x2 − y2). Narysowa¢ zbiór wszystkich punktów (x, y) dla
których fxy(x, y) ≤ 0.

5. (?) Policzyli±my wszystkie pochodne cz¡stkowe rz¦du n funkcji k zmiennych na ustalonym otwartym
podzbiorze dziedziny. Ile maksymalnie ró»nych wzorów mo»emy otrzyma¢ je»eli na tym zbiorze
wszystkie te pochodne s¡ funkcjami ci¡gªymi?

6. Wyznaczy¢ równanie pªaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

(a) f(x, y) = tg(x+ 2y) w punkcie (0, 0, f(0, 0)),

(b) f(x, y) = arctg(x2 − y) w punkcie jego przeci¦cia z osi¡ Y ,

(c) f(x, y) = (2x+ y − 1)5 w punkcie jego przeci¦cia z prost¡

L :


x = 1 + t
y = −1 + 2t
z = −t

, t ∈ R,

(d) f(x, y) = (x+ 3y + 1)4 + (x− y)2 w punkcie wspólnym z pªaszczyzn¡ XY .

Uzasadni¢, »e te pªaszczyzny s¡ rzeczywi±cie pªaszczyznami stycznymi poprzez zbadanie ró»niczkowal-
no±ci tych funkcji w odpowiednich punktach.
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7. Dana jest powierzchnia okre±lona równaniem z =
√

2x− y2. Wyznaczy¢ wszystkie punkty tej
powierzchni w których pªaszczyzna styczna

(a) jest prostopadªa do prostej L :


x = 3t
y = −t
z = 1− 2t

, t ∈ R,

(b) jest równolegªa do pªaszczyzny Π : −2x+ 3z + 1 = 0,

(c) jest równolegªa do pªaszczyzny Π : x+ 2y + 3z = 0,

8. (?) Wykresem funkcji f = f(x, y) jest powierzchnia obrotowa wokóª osi Z. Zakªadamy, »e pewne
otoczenie punktu P = (0, 0) zawiera si¦ w dziedzinie f .

(a) Wykaza¢, »e w P albo istniej¡ obie pochodne fx, fy istniej¡ albo »adna z nich. W pierwszym z
tych przypadków wyznaczy¢ warto±ci tych pochodnych w P .

(b) Wykaza¢, »e istnienie fx(P ) gwarantuje ró»niczkowalno±¢ f w punkcie P i znale¹¢ równanie
pªaszczyzny stycznej do wykresu f w P .

9. Dla funkcji f(x, y) = |x| · |y| i ~v =

[
−
√

3

2
,
1

2

]
obliczy¢ bezpo±rednio z de�nicji

∂f

∂~v
(0, 2).

10. Obliczy¢ pochodne kierunkowe danych funkcji f w danych punktach P i w zadanych kierunkach ~v.

(a) f(x, y) = xxy, P = (2, 1), ~v =

[
− 2√

5
,− 1√

5

]
.

(b) f(x, y) = sin(2π cos(xtgy))), P =
(π

3
,−π

4

)
, ~v =

[
− 2√

5
,− 1√

5

]
.

(c) f(x, y, z) = (y + 2z)x, P = (2, 2, 0), ~v =

[
−2

3
,
2

3
,
1

3

]
.

11. Dana jest funkcja f(x, y) =
3x+ y

x2 + 1
oraz punkt P = (1, 1).

(a) Wyznaczy¢ wszystkie wersory ~v dla których
∂f

∂~v
(P ) osi¡ga najwi¦ksz¡ warto±¢.

Obliczy¢ t¡ warto±¢.

(b) Wyznaczy¢ wszystkie wersory ~v dla których
∂f

∂~v
(P ) osi¡ga najmniejsz¡ warto±¢.

Obliczy¢ t¡ warto±¢.

(c) Wyznaczy¢ wszystkie wersory ~v dla których
∂f

∂~v
(P ) = 0.

(d) Dla ~v =

[
1√
10
,− 3√

10

]
wyznaczy¢ i narysowa¢ zbiór wszystkich punktów (x, y) w których

∂f

∂~v
(x, y) = 0.
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