
6. Zastosowania rachunku ró»niczkowego funkcji wielu zmiennych.

1. Korzystaj¡c ze wzoru na przybli»enie funkcji przez jej pªaszczyzn¦ styczn¡ obliczy¢ przybli»one
warto±ci poni»szych wyra»e«. Porówna¢ z dokªadnymi warto±ciami i obliczy¢ bª¦dy wzgl¦dne tych
przybli»e«.

(a) sin(0.1) · ln(0.95).

(b)
√

1.032 + 2.022 + 1.952.

2. Zastosowa¢ wzór na przybli»enie funkcji przez jej ró»niczk¦ styczn¡ do obliczenia, w przybli»eniu,
poni»szych dokªadno±ci.

(a) W celu obliczenia ±redniej g¦sto±ci obiektu zmierzono jego mas¦ i obj¦to±¢. Otrzymano wyniki
530g ± 1g oraz 13cm3 ± 1cm3. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na obliczy¢ g¦sto±¢ tego obiektu?

(b) Zmierzono dwa boki trójk¡ta i miar¦ k¡ta mi¦dzy nimi. Otrzymano wyniki 18mm ± 1mm,
7mm± 1mm oraz 30◦ ± 1◦. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na obliczy¢ pole tego trójk¡ta?

(c) Ka»d¡ z n liczb mo»na wyznaczy¢ z dokªadno±ci¡ δ > 0. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na obliczy¢
±redni¡ arytmetyczn¡ tych liczb?

(d) Ka»d¡ z n liczb dodatnich mo»na wyznaczy¢ z dokªadno±ci¡ δ > 0. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na
obliczy¢ ±redni¡ geometryczn¡ tych liczb?

3. Wykaza¢ wprost z de�nicji, »e podane funkcje maj¡ ekstrema lokalne w zadanych punktach. Zbada¢,
które z nich s¡ globalne.

(a) f(x, y) = −2(x− 3)6 +
1

1 + |y + 1|
w P = (3,−1).

(b) g(x, y, z) = x2 + cos y +
3
√
z2 w P = (π, 0, 0).

(c) h(x, y) = x4 − x5 + y2 + 2y w P = (0,−1).

4. Zapisa¢ formalnie, u»ywaj¡c operacji logicznych, warunek, »e funkcja n zmiennych nie ma ekstremum
lokalnego w punkcie P ∈ Rn.

Nast¦pnie udowodni¢, »e poni»sze funkcje nie maj¡ ekstremów w podanych punktach.

(a) f(x, y) = 2(x− 3)6 +
1

1 + |y + 1|
w P = (3,−1),

(b) g(x, y, z) = x2 + cos y +
3
√
z2 w P = (0, 0, 0).

5. Wyznaczy¢ wszystkie ekstrema lokalne poni»szych funkcji.

(a) f(x, y) = 2x2 + 3xy + 5y2 + 4x− 7y + 2.

(b) f(x, y) = (y − 4x2) · (1− y).

(c) f(x, y) = (x2 + y2)ex−2y.

(d) f(x, y) =
1− y√
x
− x

y
.

(e) f(x, y) =
4

y
+
y

x
− x2.

1



(f) f(x, y) = x2 + y2 − 2x+ y − ln y.

6. (?) De�niujemy wielomian drugiego stopnia dwóch zmiennych jako

W (x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f ,

gdzie a, b, c, d, e, f ∈ R oraz a 6= 0 ∨ c 6= 0.

Zde�niujmy substytut delty analogicznym wzorem jak dla jednej zmiennej, tzn. ∆ = b2 − 4ac.

Zbada¢ co dla ekstremów W oznacza warunek ∆ > 0, a co ∆ < 0.

7. Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji speªniaj¡cej dane warunki.

(a) f(x, y) =
x

y + 7
, x+

√
y = 0.

(b) f(x, y) = xy + y, y =
√

1− x2.
(c) f(x, y) = y − lnx, y = x4.

8. Wyznaczy¢ najwi¦ksze i najmniejsze warto±ci podanych funkcji na zadanych zbiorach D.

(a) f(x, y) = 2x3 + 3y4, D = {(x, y) : x4 + y4 ≤ 1}.

(b) f(x, y) = xy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤
√

4− y2}.

(c) f(x, y) = x2e−y2 , D jest trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (0, 2) oraz (2, 2).

(d) f(x, y) = (x2 + y2)ex, D to kwadrat [−1, 1]× [−1, 1].

(e) f(x, y) = x2y, D to trapez o wierzchoªkach (−1, 0), (−1, 1), (0, 1) oraz (1, 0).

9. (a) W±ród prostopadªo±cianów zawartych w kuli o promieniu 1 wyznaczy¢ wymiary tego, który ma
najwi¦ksz¡ mo»liw¡ obj¦to±¢.

(b) Kawaªek prostok¡tnej blachy o dªugo±ci 5m i szeroko±ci 30cm wyginamy wzdªu» dwóch prostych
równolegªych do dªu»szego boku tak, by otrzyma¢ rynn¦ o dªugo±ci 5m, której przekrojem jest
trapez równoramienny. Jaki powinien by¢ ksztaªt tej rynny aby zmie±ciªa maksymalnie du»¡
ilo±¢ wody?

(c) (?) Znale¹¢ najkrótsz¡ odlegªo±¢ mi¦dzy parabolami y = x2 oraz y = 3x2 + 1.
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