
7. Caªki podwójne.

1. Obliczy¢ caªki podwójne z podanych funkcji f na zadanych prostok¡tach.

(a) f(x, y) = xye2xy
2

, D = [0, 2]× [1, 2].

(b) f(x, y) =
1

(2x− y)3
+

1

2x− y
, D = [1, 2]× [−1, 0].

(c) f(x, t) =
1√

(x− t2)3
, D =

{
(x, t) : 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ t ≤ 1

2

}
.

(d) f(r, ϕ) = r(r2 cos2 ϕ+ r sin(2ϕ) + tgϕ), D =
{
(r, ϕ) : 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ ϕ ≤ π

3

}
.

2. Niech g b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ na [a, b], a h - funkcj¡ caªkowaln¡ na [c, d]. Wykaza¢, »e je»eli
funkcja f = f(x, y) rozkªada si¦ na iloczyn dwóch caªkowalnych funkcji jednej zmiennej, tzn.
f(x, y) = g(x) · h(y), to na prostok¡cie D = [a, b] × [c, d] caªka z f rozkªada si¦ na iloczyn poje-
dynczych caªek, tzn.∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

g(x)dx ·
d∫

c

h(y)dy.

Wykorzysta¢ ten wzór do obliczenia caªki

∫∫
D

ex
2+y3 sinxdxdy na D = [−π, π]× [1, 2].

3. Na zbiorach D ograniczonych podanymi krzywymi zapisa¢ caªk¦

∫∫
D

f(x, y)dxdy w postaci caªki

iterowanej lub sumy caªek iterowanych.

Zastosowa¢ obie kolejno±ci caªkowania i poda¢ oba wyniki.

(a) y =
1

2
(x+ 1), x = 1, y = 2.

(b) y =
√
6− x2, y = x2.

(c) y =
√
x2 − 4, y = 0, y = 1.

(d) y = 2x− 1, y = −5− x, y = 2.

4. Obliczy¢ caªki z poni»szych funkcji po zadanych zbiorach.

(a) f(x, y) = xy10, D jest ograniczony wykresami krzywych y = x i y = 2− x2.

(b) f(x, y) = 2x
3

y, D jest trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (1,−1) i (1, 0).

(c) f(x, y) =
1

y
e

x
y2 , D =

{
(x, y) :

1

4
≤ x ≤ 2,

3

√
1

2
x ≤ y ≤ 1

}
.

(d) f(x, y) = x+ 2y, D jest ograniczony wykresami krzywych x = 0, x =
π

3
, y = cos(2x) i y = −2.

(e) f(x, y) =
x

(xy + 3)2
, D jest ograniczony osi¡ X oraz wykresami prostych x = 3 i y = x.

(f) f(x, y) = x 3
√
y, D =

{
(x, y) : 1 ≤ y ≤

√
4− x2

}
.

1



5. Korzystaj¡c ze wspóªrz¦dnych biegunowych obliczy¢ caªki z poni»szych funkcji po zadanych zbiorach.

(a) f(x, y) =
x

y4
, D =

{
(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 3, 0 ≤ y ≤ −x

}
.

(b) f(x, y) =
3

y
, D =

{
(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2y

}
.

(c) f(x, y) = y, D =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 2x, 0 ≤ y ≤ x

}
.

(d) f(x, y) = x4 + y4, D jest ograniczony wykresami krzywych y =
1

2
(x+ |x|) i y =

√
4− x2.

(e) f(x, y) = 3x + 2y, D jest ograniczony wykresami krzywych y = 3 +
√
11− 4x− x2, x = −2

oraz y = x+ 5.

(f) f(x, y) =
1√

(x2 + y2)3
, D =

{
(x, y) : 1 ≤ y ≤

√
2− x2

}
.

6. Obrazem zbioruD ⊂ R2 we wspóªrz¦dnych biegunowych jest prostok¡t. Jakim zbiorem we wspóªrz¦d-
nych kartezja«skich mo»e by¢ D? Poda¢ jego ksztaªt, poªo»enie i parametry.

Krzysztof „El Profe” Michalik

2


