8. Zastosowania calek podwoéjnych.
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1. (a) Korzystajac z calki podwojnej obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = §|x| oraz
y=1++v1—22

(b) Obliczy¢ to pole korzystajac bezposrednio z geometrii, ze wzoréw na pola odpowiednich figur.
2. Obliczy¢ objetosci bryt U opisanych ponizszymi warunkami.

(a) U:{(x,y,z):OSxSQ, —1<y<u, —x§z§1+x62y}.

(b) U:{(x,y,z):0§2y§x§ 1— 192, O<2<L}.

(¢) U jest ograniczona powierzchniami o rownaniach z% + y?> = 2Rx, z = 0 oraz z = a\/22 + 2,
gdzie R,a > 0.

3. Wycinek kuli o promieniu R i kacie rozwarcia « to bryla, ktéra powstaje w wyniku obrotu wycinka
katowego o powyzszych parametrach wokot jego osi symetrii. Korzystajac z catki podwojnej wykazac,
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ze objetos¢ tej bryly dana jest wzorem V = §7TR3 <1 — cos %)
Wyznaczy¢ kat dla ktorego objetos¢ ta jest polowa objetosci pétkuli o promieniu R.
4. Obliczy¢ pola powierzchni ponizszych wykresow funkeji dwoch zmiennych na zadanych dziedzinach.

(a) f(z,y) =2(z® +y?), gdzie Dy = {(z,y) : 2> + y* < 4da}.
(b) f(z,y) = Az + By + C, gdzie Dy jest dowolnym obszarem normalnym o polu S.

(¢) f(z,y) = av/(z — 20)% + (v — w0)?, gdzie D; jest dowolnym obszarem normalnym o polu S.

5. Korzystajac z calki podwojnej obliczy¢, w przyblizeniu, powierzchnie catego fragmentu Arktyki,
ktory lezy poza kolem podbiegunowym potnocnym. Przyjaé, ze Ziemia jest kulg o promieniu 6370km,
a koto podbiegunowe ma szeroko$¢ geograficzna 66°40'N.

Wynik poda¢ w km?, z doktadnoscia do 3 cyfr znaczacych.

6. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodkow masy obszaréw jednorodnych opisanych ponizszymi warunkami.

(a) Zbior ograniczony osiami uktadu oraz wykresem krzywej y = 2 — e”.
(b) Zbior ograniczony wykresami krzywych y = 22 oraz y = /7.

(c) Zbior ograniczony osia X oraz wykresem krzywej y = a — 2P, gdzie a,p > 0.

7. Dany jest wycinek katowy o promieniu R i kacie wewnetrznym «. Osia symetrii tej figury jest o
Y, a wierzchotlek lezy w poczatku uktadu wspoétrzednych. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka masy
wycinka, a nastepnie znalez¢ graniczne polozenie tego punktu przy o — (27)” oraz przy a — 07.
Skomentowaé¢ uzyskane wyniki.

8. D jest zbiorem jednorodnym, ktory moze by¢ przedstawiony w postaci D = Dy U Dy U ...U D, gdzie
zbiory Dy, Ds,...,D,, sa obszarami normalnymi takimi, ze ich wnetrza sa parami roztaczne (czyli
moga sie stykac tylko brzegiem). Dla i = 1,2, ...,n niech S; = (z;,y;) oznacza $rodek masy D;.



Korzystajac ze wzoru catkowego na wspotrzedne Srodka masy wykaza¢, ze sSrodkiem masy zbioru D
jest punkt S = (z.,y.), ktorego wspolrzedne sa srednimi wazonymi odpowiednich wspotrzednych
punktow S;, a wagami sa pola zbioréw D;. Scisle méwigc, zachodza wzory
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9. Korzystajac ze wzoru z poprzedniego zadania (czyli bez uzycia calek) oraz ze wspotrzednych srodkow
masy popularnych figur wyznaczy¢ poltozenie srodkoéw masy ponizszych zbioréw jednorodnych.

(a) Suma dwoch kot o promieniach Ry i Ry takich, ze odleglos¢ d miedzy ich $rodkami wynosi
przynajmniej Ry + R.

(b) Suma trojkata prostokatnego rownoramiennego o przyprostokatnej a i pétkola o $rednicy a tak,
ze czescia wspolna obu figur jest przyprostokatna.

(¢) Suma kwadratu o boku a i trojkata rownobocznego o boku a tak, ze czescia wspdlna obu figur
jest bok kwadratu.

(d) Kwadrat o boku a, z ktorego wycieto zawarte w nim potkole o srednicy a.
10. Wyznaczy¢ momenty bezwladnosci podanych figur jednorodnych o masie M.

Kwadrat o boku a, wzgledem jednego z hokow.
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Kwadrat o boku a, wzgledem prostej taczacej srodki przeciwlegtych bokow.
Kwadrat o boku a, wzgledem przekatnej.
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Koto o promieniu R, wzgledem $rednicy.

Koto o promieniu R, wzgledem prostej stycznej do brzegu.
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Wycinek katowy o promieniu R i kacie wewnetrznym «, wzgledem osi symetrii.
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Wycinek katowy o promieniu R i kacie wewnetrznym «, wzgledem wierzchotka.
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Trojkat rownoboczny o boku a, wzgledem jednego z bokow.

Trojkat rownoboczny o boku a, wzgledem jednej z wysokosci.
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