
8. Zastosowania caªek podwójnych.

1. (a) Korzystaj¡c z caªki podwójnej obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y =
1

2
|x| oraz

y = 1 +
√
1− x2.

(b) Obliczy¢ to pole korzystaj¡c bezpo±rednio z geometrii, ze wzorów na pola odpowiednich �gur.

2. Obliczy¢ obj¦to±ci bryª U opisanych poni»szymi warunkami.

(a) U =
{
(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ x, −x ≤ z ≤ 1 + xe2y

}
.

(b) U =

{
(x, y, z) : 0 ≤ 2y ≤ x ≤

√
1− y2, 0 ≤ z ≤ x

x2 + y2 + 1

}
.

(c) U jest ograniczona powierzchniami o równaniach x2 + y2 = 2Rx, z = 0 oraz z = a
√
x2 + y2,

gdzie R, a > 0.

3. Wycinek kuli o promieniu R i k¡cie rozwarcia α to bryªa, która powstaje w wyniku obrotu wycinka
k¡towego o powy»szych parametrach wokóª jego osi symetrii. Korzystaj¡c z caªki podwójnej wykaza¢,

»e obj¦to±¢ tej bryªy dana jest wzorem V =
2

3
πR3

(
1− cos

α

2

)
.

Wyznaczy¢ k¡t dla którego obj¦to±¢ ta jest poªow¡ obj¦to±ci póªkuli o promieniu R.

4. Obliczy¢ pola powierzchni poni»szych wykresów funkcji dwóch zmiennych na zadanych dziedzinach.

(a) f(x, y) = 2(x2 + y2), gdzie Df =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 4x

}
.

(b) f(x, y) = Ax+By + C, gdzie Df jest dowolnym obszarem normalnym o polu S.

(c) f(x, y) = a
√
(x− x0)2 + (y − y0)2, gdzie Df jest dowolnym obszarem normalnym o polu S.

5. Korzystaj¡c z caªki podwójnej obliczy¢, w przybli»eniu, powierzchni¦ caªego fragmentu Arktyki,
który le»y poza koªem podbiegunowym póªnocnym. Przyj¡¢, »e Ziemia jest kul¡ o promieniu 6370km,
a koªo podbiegunowe ma szeroko±¢ geogra�czn¡ 66◦40′N.

Wynik poda¢ w km2, z dokªadno±ci¡ do 3 cyfr znacz¡cych.

6. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne ±rodków masy obszarów jednorodnych opisanych poni»szymi warunkami.

(a) Zbiór ograniczony osiami ukªadu oraz wykresem krzywej y = 2− ex.
(b) Zbiór ograniczony wykresami krzywych y = x2 oraz y =

√
x.

(c) Zbiór ograniczony osi¡ X oraz wykresem krzywej y = a− xp, gdzie a, p > 0.

7. Dany jest wycinek k¡towy o promieniu R i k¡cie wewn¦trznym α. Osi¡ symetrii tej �gury jest o±
Y , a wierzchoªek le»y w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne ±rodka masy
wycinka, a nast¦pnie znale¹¢ graniczne poªo»enie tego punktu przy α → (2π)− oraz przy α → 0+.
Skomentowa¢ uzyskane wyniki.

8. D jest zbiorem jednorodnym, który mo»e by¢ przedstawiony w postaci D = D1∪D2∪ ...∪Dn, gdzie
zbiory D1, D2,...,Dn s¡ obszarami normalnymi takimi, »e ich wn¦trza s¡ parami rozª¡czne (czyli
mog¡ si¦ styka¢ tylko brzegiem). Dla i = 1, 2, ..., n niech Si = (xi, yi) oznacza ±rodek masy Di.
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Korzystaj¡c ze wzoru caªkowego na wspóªrz¦dne ±rodka masy wykaza¢, »e ±rodkiem masy zbioru D
jest punkt S = (xc, yc), którego wspóªrz¦dne s¡ ±rednimi wa»onymi odpowiednich wspóªrz¦dnych
punktów Si, a wagami s¡ pola zbiorów Di. �ci±le mówi¡c, zachodz¡ wzory

xc =
n∑

i=1

|Di|
|D|

xi =
|D1|
|D|

x1 +
|D2|
|D|

x2 + ...+
|Dn|
|D|

xn,

yc =
n∑

i=1

|Di|
|D|

yi =
|D1|
|D|

y1 +
|D2|
|D|

y2 + ...+
|Dn|
|D|

yn.

W wersji wektorowej mamy jedn¡ równo±¢:

−→
OS =

n∑
i=1

|Di|
|D|
·
−−→
ODi =

|D1|
|D|
·
−−→
OD1 +

|D2|
|D|
·
−−→
OD2 + ...+

|Dn|
|D|
·
−−→
ODn.

9. Korzystaj¡c ze wzoru z poprzedniego zadania (czyli bez u»ycia caªek) oraz ze wspóªrz¦dnych ±rodków
masy popularnych �gur wyznaczy¢ poªo»enie ±rodków masy poni»szych zbiorów jednorodnych.

(a) Suma dwóch kóª o promieniach R1 i R2 takich, »e odlegªo±¢ d mi¦dzy ich ±rodkami wynosi
przynajmniej R1 +R2.

(b) Suma trójk¡ta prostok¡tnego równoramiennego o przyprostok¡tnej a i póªkola o ±rednicy a tak,
»e cz¦±ci¡ wspóln¡ obu �gur jest przyprostok¡tna.

(c) Suma kwadratu o boku a i trójk¡ta równobocznego o boku a tak, »e cz¦±ci¡ wspóln¡ obu �gur
jest bok kwadratu.

(d) Kwadrat o boku a, z którego wyci¦to zawarte w nim póªkole o ±rednicy a.

10. Wyznaczy¢ momenty bezwªadno±ci podanych �gur jednorodnych o masie M .

(a) Kwadrat o boku a, wzgl¦dem jednego z boków.

(b) Kwadrat o boku a, wzgl¦dem prostej ª¡cz¡cej ±rodki przeciwlegªych boków.

(c) Kwadrat o boku a, wzgl¦dem przek¡tnej.

(d) Koªo o promieniu R, wzgl¦dem ±rednicy.

(e) Koªo o promieniu R, wzgl¦dem prostej stycznej do brzegu.

(f) Wycinek k¡towy o promieniu R i k¡cie wewn¦trznym α, wzgl¦dem osi symetrii.

(g) Wycinek k¡towy o promieniu R i k¡cie wewn¦trznym α, wzgl¦dem wierzchoªka.

(h) Trójk¡t równoboczny o boku a, wzgl¦dem jednego z boków.

(i) Trójk¡t równoboczny o boku a, wzgl¦dem jednej z wysoko±ci.
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