
9. Transformata Laplace'a i równania ró»niczkowe.

1. Korzystaj¡c bezpo±rednio z de�nicji wyznaczy¢ transformaty Laplace'a poni»szych funkcji oraz dziedziny
tych transformat (w przestrzeni rzeczywistej).

(a) f(t) = C · 1[a,b](t) =

{
C, t ∈ [a, b],
0, t /∈ [a, b],

gdzie 0 ≤ a < b oraz C 6= 0.

(b) f(t) = cos(βt), β 6= 0.

(c) f(t) =


t, t ∈ [0, a),
2a− t, t /∈ [a, 2a],
0, t > a,

gdzie a > 0.

(d) f(t) = 1A(t) =

{
1, t ∈ A,
0, t /∈ A,

gdzie A =
∞⋃
n=0

[2n, 2n+ 1] = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ ... = {t : ∃n ∈ N t ∈ [2n, 2n+ 1]}.

2. Korzystaj¡c z wªasno±ci transformaty Laplace'a oraz podstawowych wzorów (czyli bez caªkowania)
wyznaczy¢ wzory transformat poni»szych funkcji.

(a) f(t) = 2t7 − 5t4 + 7t2 − 4 + t3 · e3t.
(b) f(t) = −5(t− 2)3 + 2t.

(c) f(t) = 5 cos
(
2t− π

3

)
.

(d) f(t) = te−t cos(3t).

(e) f(t) =

{
(t− 3)4 · e2(t−3), t ≥ 3,
0, t < 3.

3. Wyznaczy¢ funkcje ci¡gªe, których transformaty Laplace'a s¡ dane poni»szymi wzorami.

(a)
1

s− 3
+

5

s3
+

2

s2 + 7
− s

s2 + 7
.

(b)
3s+ 2

s2 − s− 2
.

(c)
s2 + 5

s3 − 3s+ 2
.

(d)
s

s2 − 6s+ 34
.

(e)
As+B

(s− p)2 + q2
, gdzie q > 0 oraz A 6= 0 ∨B 6= 0.

(f)
e−2s

(s− 2)2
.

(g)
e−s

s2 + 2s+ 2
.

4. Korzystaj¡c z transformaty Laplace'a rozwi¡za¢ poni»sze równania ró»niczkowe zmiennej y = y(t).
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(a) y′ + y = t2e−t, y(0) = 1.

(b) y′ + y = 4 sin t, y(0) = −1.

(c) y′ + y = 4 sin t, y
(π
2

)
= −1.

(d) y′ − αy = k, gdzie α, k ∈ R.

(e) y′ − αy = k, y(t0) = y0, gdzie α, k, t0, y0 ∈ R.

(f) y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1.
(g) y′′ − 2py′ + p2y = 0, y(t0) = y0, y

′(t0) = y1, gdzie p, t0, y0, y1 ∈ R.

(h) y′′ + 4y = t, y(0) = 0, y′(0) = 1.

(i) y′′ − 4y = t, y(0) = 0, y′(0) = 1.

(j) y′′ − y = te2t, y(0) = y′(0) = 1.

(k) y′′ − y = tet, y(0) = y′(0) = 1.

(l) y′′ + 2y′ + 2y = sin(2t), y(0) = y′(0) = 0.

(m) y′′ + 2y′ + 2y = cos t, y(0) = y′(0) = 0.

(n) y′′ − 2y′ + y = et, y(0) = 2, y′(0) = 0.

5. Rozwi¡za¢ poni»sze równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych.

(a)
dy

dt
=
t sin t

ey
.

(b)
dy

dx
=

y

x+ 1
, x > −1.

(c)
dy

dx
=
√

9− y2.

(d)
ds

dt
− s2 = 4.

(e)
dv

dt
= tev−t

2

, y(0) = 0.

(f)
dy

dx
=

sinx

(y − 7)4
, y(0) = 0.

(g)
dN

dt
= N3, N(0) = −1

2
.

(h)
dp

dt
= 2p, p(1) = 0.

6. (Model swobodnego spadania z uwzgl¦dnieniem oporów powietrza).

Kropla deszczu spada z rosn¡c¡ pr¦dko±ci¡, po linii prostej, w ziemskim polu grawitacyjnym, z
uwzgl¦dnieniem oporu powietrza. Badania wykazuj¡, »e dla kropli o du»ych rozmiarach warto±¢ siªy
wynikaj¡cej z oporu powietrza jest wprost proporcjonalna do kwadratu pr¦dko±ci kropli w czasie
(inaczej ni» dla maªych kropli, gdzie ta siªa jest proporcjonalna do samej pr¦dko±ci).

Wykaza¢, »e pr¦dko±¢ v = v(t) takiej kropli speªnia równanie v′ + kv2 = g, gdzie k > 0, a g jest
przyspieszeniem ziemskim. Nast¦pnie wyznaczy¢ graniczn¡ pr¦dko±¢ kropli.
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