
Wektory wªasne i warto±ci wªasne

1. Niech A =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.
Zbada¢ bezpo±rednio z de�nicji które z poni»szych wektorów s¡ wektorami wªasnymi macierzy A.
Znale¹¢ odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne.

• ~v1 = [2, 2,−1],
• ~v2 = [1, 1, 0],

• ~v3 = [1, 1, 1],

• ~v4 = [1, 0, 1].

2. Dla danej macierzy rzeczywistej niech Wλ oznacza zbiór jej wektorów wªasnych odpowiadaj¡cych
warto±ci wªasnej λ ∈ R. Udowodni¢ z de�nicji, »e gdy ~v1, ~v2 ∈ Wλ to ~v1 + ~v2 ∈ Wλ oraz c~v1 ∈ Wλ

dla dowolnego c 6= 0.

To oznacza, »e zbiór Wλ ∪ {~0} jest przestrzeni¡ liniow¡.

3. Niech A i B b¦d¡ macierzami kwadratowymi tych samych wymiarów. Zaªó»my, »e ~v jest wektorem
wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ i jest jednocze±nie wektorem wªasnym B odpowia-
daj¡cym warto±ci wªasnej λ′.

Udowodni¢ z de�nicji, »e

(a) ~v jest wektorem wªasnym A+B odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ+ λ′,

(b) dla dowolnego c ∈ R ~v jest wektorem wªasnym cA odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej cλ,

(c) ~v jest wektorem wªasnym AB oraz BA i odpowiada warto±ci wªasnej λλ′.
Dla k ∈ N+ wywnioskowa¢ st¡d, »e ~v jest wektorem wªasnym Ak i znale¹¢ odpowiadaj¡c¡
warto±¢ wªasn¡.

4. (?) Udowodni¢ przez indukcj¦, »e dla macierzy kwadratowej A wymianu n funkcja

W (λ) = det(A− λI) jest wielomianem stopnia n zmiennej λ.

5. Wyznaczy¢ rzeczywiste warto±ci wªasne i wektory wªasne poni»szych macierzy.

(a) A =

[
1 −1
3 5

]
.

(b) B =

[
−3 1
6 −2

]
.

(c) C =

[
2 −7
0 2

]
.

(d) F =

[
0 1
1 1

]
(macierz de�niuj¡ca ci¡g Fibonacciego).

(e) D =

[
1 1− x2
−1 3

]
, gdzie x > 0.

(f) R =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
(macierz obrotu o k¡t α wokóª (0, 0) ).
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(g) S =

 1− a2

1 + a2
2a

1 + a2
2a

1 + a2
−1− a2

1 + a2

 (macierz symetrii wzgl¦dem prostej y = ax ).

(h) P =

 1

1 + a2
a

1 + a2
a

1 + a2
a2

1 + a2

 (macierz rzutu na prost¡ y = ax ).

(i) E =

 5 3 −7
3 5 −7
1 1 1

.
(j) G =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.

(k) H =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

.
6. (?) Znale¹¢ zespolone warto±ci wªasne i wektory wªasne poni»szych macierzy.

(a) A =

[
0 −2
2 0

]
.

(b) A =

[
4 1
−5 2

]
.

(c) A =

 1 0 1
0 −1 0
−1 0 1

.
7. Znale¹¢ wszystkie macierze rzeczywiste A speªniaj¡ce poni»sze warunki.

(a) [−1, 1] jest wektorem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 2, a [−1, 2] jest wek-
torem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 3.

(b) [2, 5] oraz [1, 0] s¡ wektorami wªasnymi A odpowiadaj¡cymi warto±ci wªasnej λ = −3.
(c) (?) [1, 1] jest wektorem wªasnym A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ = 1 i jest to jedyna

warto±¢ wªasna tej macierzy.

8. Niech A b¦dzie rzeczywist¡ macierz¡ o wymiarach 2 × 2 której wielomian charakterystyczny ma
pierwiastek podwójny. Udowodnij, »e wtedy mo»liwe s¡ dwa przypadki.

(a) A ma posta¢ cI, c ∈ R, a wtedy ka»dy niezerowy wektor jest wektorem wªasnym A.

(b) A 6= cI, a wtedy wszystkie wektory wªasne A to wektory kierunkowe pewnej prostej przecho-
dz¡cej przez pocz¡tek ukªadu.

9. (?) Znale¹¢ wszystkie macierze kwadratowe wymiaru n dla których ka»dy niezerowy wektor z Rn jest
wektorem wªasnym.

10. Korzystaj¡c z wektorów wªasnych i warto±ci wªasnych oraz procedury diagonalizacji znale¹¢ wzór na
Ak, k ∈ N+.

(a) A =

[
1 −1
3 5

]
.
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(b) A =

[
−3 1
6 −2

]
.

(c) A =

[
0 1
1 1

]
(d) A =

[
1 1− x2
−1 3

]
, gdzie x > 0.

(e) A =

 1 0 0
2 2 0
3 3 3

.
(f) A =

 0 2 2
−2 4 2
1 −1 1

.
11. (?) Korzystaj¡c z wektorów wªasnych i warto±ci wªasnych znale¹¢ wzór na Ak, k ∈ N+.

(a) A =

[
2 −7
0 2

]
,

(b) A =

[
1 1
−1 3

]
,

(c) A =

 1 0 0
3 1 0
−1 2 2

.
Jest to rozszerzenie poprzedniego zadania - wyznaczanie Ak, gdy bezpo±rednia diagonalizacja nie
jest mo»liwa. Opis jednej z mo»liwych metod znajduje si¦ na nast¦pnej stronie.
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Opis metody do ostatniego zadania.

Wst¦p.

Gdy wielomian charakterystyczny A ma pierwiastki wielokrotne to procedura diagonalizacji nie za-
wsze jest mo»liwa. Mo»na jednak w niektórych przypadkach znale¹¢ Ak poprzez odpowiednie przej-
±cie graniczne.

De�nicje granic macierzowych

Maj¡c macierz F o elementach zale»nych od jednej zmiennej, np. x, mo»emy zde�niowa¢ jej granic¦
G jako macierz granic elementów macierzy F . Czyli dla F i G o tych samych wymiarach i takich, »e

F = F (x) = [fij(x)] oraz G = [gij] mamy

lim
x→x0

F (x) = G⇔ ∀i, j lim
x→x0

fij(x) = gij ∈ R.

Analogicznie de�niujemy granice jednostronne dla x→ x+0 oraz x→ x−0 .

Na przykªad lim
x→1

[
1 + x 2 + x 3 + x
4 + x 5 + x 6 + x

]
=

[
2 3 4
5 6 7

]
, lim
x→0+

[
1 + x2

√
x

2 3

]
=

[
1 0
2 3

]
itd.

Arytmetyka granic macierzowych

Arytmetyka granic macierzowych jest analogiczna jak w przypadku funkcji i wynika wprost ze stan-
dardowej arytmetyki granic sko«czonych. Gdy A = A(x) i B = B(x) to

lim
x→x0

(A±B) = lim
x→x0

A± lim
x→x0

B, lim
x→x0

(cA) = c · lim
x→x0

A, c ∈ R,

lim
x→x0

(A ·B) = lim
x→x0

A · lim
x→x0

B, lim
x→x0

Ak =

(
lim
x→x0

A

)k
, k ∈ N+,

gdy granice po prawych stronach równo±ci istniej¡. Analogicznie mamy dla granic jednostronnych.

Wyznaczanie pot¦gi macierzy kwadratowej A

• Znale¹¢ macierz B = B(x) tak¡, »e lim
x→x+0

B(x) = A lub lim
x→x−0

B(x) = A.

Ponadto wielomian charakterystyczny B ma mie¢ pierwiastki jednokrotne (b¦d¡ zale»e¢ od x).

Zwykle by stworzy¢ B wystarczy wymieni¢ jeden element macierzy A na jakie± wyra»enie z x.
Dla macierzy trójk¡tnej wystarczy zmieni¢ przek¡tn¡.

Na przykªad dla A =

[
1 5
0 1

]
mo»emy wzi¡¢ B(x) =

[
x 5
0 1

]
, a dla A =

[
1 1
−1 3

]
mo»e by¢

B =

[
1 x
−1 3

]
lub np. B =

[
1 1− x2
−1 3

]
(zobacz przykªad z poprzedniego zadania).

• Obliczy¢ Bk poprzez procedur¦ diagonalizacji.

• Obliczy¢ odpowiedni¡ granic¦ macierzy Bk - jest to szukana macierz Ak.

Dla macierzy wymiaru 2× 2 metoda jest skuteczna zawsze. Dla wi¦kszych macierzy jest efektywna,
gdy umiemy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu charakterystycznego.

Pojawia¢ si¦ b¦d¡ granice typu
0

0
.

Krzysztof "El Profe"Michalik
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