
Rachunek prawdopodobie«stwa - lista 4.

1. Zbada¢ czy istniej¡ staªe C dla których poni»sze zmienne X s¡ poprawnie zde�niowanymi dyskret-
nymi zmiennymi losowymi. Tam, gdzie odpowied¹ jest pozytywna wyznaczy¢ dokªadne warto±ci C
korzystaj¡c z odpowiedniego aparatu matematycznego i poda¢ je w postaci maksymalnie uproszc-
zonej.

(a) P (X = n) = Cn3, n = 1, 2, 3, ..., 400.

(b) P (X = n) =
C

3n
, n = 1, 2, 3, ..., 400.

(c) P (X = n) =
C

3n
, n ∈ N+.

(d) P (X = n) = C(ln 3)n, n ∈ N+.

(e) P (X = n) = Carctg(n+ 1)− Carctg(n), n ∈ N+.

(f) P (X = n) =
C
3
√
n
− C

3
√
n+ 2

, n ∈ N+.

(g) P (X = n) = C
√
n+ 1− C

√
n, n ∈ N+.

(h) P (X = n) =
C
√
3n3 + n2 − 1

2n2 − 1
, n ∈ N+.

(i) P (X = n) = C arcsin
1

n2
, n ∈ N+.

(j) P (X = n) = C
2n

n!
, n ∈ N+.

(k) P (X = n) = C
(−2)n

n!
, n ∈ N+.

(l) P (X = n) =
C

2n · n
, n ∈ N+.

(m) P (X = n) =
C · 2n

(2n− 1)!
, n ∈ N+.

2. X jest zmienna losow¡ o rozkªadzie

x 0 2 3
P (X = x) C 0.45 0.25

(a) Obliczy¢ C.

(b) Obliczy¢ P (X > 0|X < 3).

(c) Narysowa¢ wykres dystrybuanty X (obowi¡zuje wersja ci¡gªa prawostronnie).

3. W grze w "1000" gracz dostaje 7 kart z talii skªadaj¡cej si¦ z 24 kart: as, król, dama, walet, 10 i 9
w ka»dym z czterech kolorów.

Meldunek to król i dama w tym samym kolorze. Niech M b¦dzie zmienn¡ losow¡ oznaczaj¡c¡ ilo±¢
meldunków w kartach danego gracza (przed ich obejrzeniem). Wyznaczy¢ rozkªad M .

4. X jest zmienna losow¡ o rozkªadzie
x 1

3
0 2 4

P (X = x) 0.3 0.2 0.4 0.1

Wyznaczy¢ rozkªady zmiennych
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(a) Y = 3X − 1,

(b) Z = X2 − 2X,

(c) T = cos(πX).

5. X jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie P (X = n) = 0.4 · 0.6n−1, n ∈ N+.

Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej Y = sin
(π
2
X
)
.

6. Niech α ∈ (0, 100) i niech Pα b¦dzie kwantylem rz¦du α zmiennej losowej X, a F jej dystrybuant¡.
Uzasadni¢ poni»sze wªasno±ci.

(a) a = Pα ⇐⇒ lim
t→a−

F (t) ≤ α

100
≤ F (a).

(b) Je»eli dla pewnego a mamy

lim
t→a−

F (t) <
α

100
< lim

t→a+
F (t) (czyli a jest punktem skoku F przez warto±¢

α

100
)

to a jest jedyn¡ liczb¡ równ¡ Pα.

(c) Je»eli ∀a ∈ R P (X = a) = 0 to a = Pα ⇐⇒ F (a) =
α

100
.

7. Obliczy¢

• warto±¢ oczekiwan¡,

• wariancj¦ i odchylenie standardowe,

• median¦ i kwartyle,

• kwantyl rz¦du 90,

dla zmiennej X z zadania

(a) 2,

(b) 4,

(c) 5.

8. X to zmienna losowa dla której E(X) = 2, V arX = 7 oraz E(X3) = 20. Obliczy¢

(a) E(2X + 5),

(b) V ar(1− 3X),

(c) E(X2),

(d) E ((X − 1)3).

9. W grze 'Kieromania' gracz wyci¡ga jednocze±nie 4 karty ze standardowej talii. Je»eli wyci¡gnie
dwa kiery wygrywa 2$, je»eli wyci¡gnie trzy kiery - 5$, a je»eli same kiery - 10$. W pozostaªych
przypadkach traci 1$.

(a) Zde�niowa¢ zmienna opisuj¡c¡ zysk/strat¦ gracza po jednej partii tej gry. Znale¹¢ rozkªad tej
zmiennej zaokr¡glaj¡c ka»de prawdopodobie«stwo do 3 miejsc po przecinku.

(b) Czy gra jest sprawiedliwa? Odpowied¹ uzasadni¢.

(c) Wyznaczy¢ oczekiwany wynik gracza po 100 partiach tej gry.
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10. W grze "6 dla bohatera, 1 dla zera" gracz rzuca jednocze±nie trzema symetrycznymi kostkami do
gry. Wyrzucenie przynajmniej jednej jedynki ko«czy parti¦ i oznacza strat¦ 1$. W pozostaªych
przypadkach gracz otrzymuje 1$ za ka»d¡ wyrzucon¡ szóstk¦.

a) Skonstruowa¢ zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ wynik gracza po jednej partii tej gry.

b) Jaka powinna by¢ wysoko±¢ wygranej za ka»d¡ wyrzucon¡ szóstk¦ by gra byªa sprawiedliwa?
Poda¢ wynik dokªadny lub zaokr¡glony do 0,1$.

11. W grze w tysi¡ca ka»dy z trzech graczy otrzymuje pocz¡tkowo 7 kart z talii 24 kart (as, król, dama,
walet, 10 i 9 w ka»dym z 4 kolorów), a pozostaªe 3 karty le»¡ osobno jako tzw. "musik". Pierwsza
faza gry to licytacja. Gracz, który wygra licytacj¦ zabiera karty musika dla siebie.

Gracz nr 1 ma w karcie asa, 10 i dam¦ kier, asa , dam¦ i waleta pik oraz dam¦ tre�. Zastanawia si¦
czy warto wej±¢ do licytacji.

(a) Graczowi temu na pewno opªaci si¦ wej±¢ do licytacji je»eli w kartach musika znajduje si¦
przynajmniej jeden król do pary do której± z dam - a wi¦c król kier, król pik lub król tre�.
Jakie jest prawdopodobie«stwo takiego zdarzenia?

Gracz nr 1 zdecydowaª si¦ wej±¢ do licytacji i wygraª j¡. Zabraª dla siebie karty musika, a w
nich byªy: walet kier, król pik i król tre�. W tym momencie ma trzy sensowne strategie:

- strategia 1: zadeklarowa¢ "110", co daje pewny zysk 110 punktów,

- strategia 2: zadeklarowa¢ "130", co oznacza zysk 130 punktów lub strat¦ 130 punktów,

- strategia 3: zadeklarowa¢ "160", co oznacza zysk 160 punktów lub strat¦ 160 punktów.

Strategia 2 przyniesie strat¦ je»eli który± z pozostaªych graczy b¦dzie miaª w swoich kartach
pozostaªe 2 piki (czyli 10 i 9) oraz króla i dam¦ karo. W przeciwnym wypadku strategia ta
przyniesie zysk.

Strategia 3 przyniesie strat¦ je»eli który± z pozostaªych graczy b¦dzie miaª w swoich kartach
pozostaªe 2 piki (czyli 10 i 9). W przeciwnym wypadku strategia ta przyniesie zysk.

(b) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo zysku dla ka»dej strategii z dokªadno±ci¡ do najbli»szego pro-
centa.

(c) Skonstruowa¢ zmienne losowe, która opisuj¡ zysk/strat¦ gracza 1 przy zastosowaniu ka»dej z
trzech strategii.

(d) Która ze strategii b¦dzie dla gracza korzystniejsza w dªu»szym terminie? Odpowied¹ uzasadni¢.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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