
Rachunek prawdopodobie«stwa - lista 6.

1. Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci staªych a, b i c tak, by funkcja

f(x) =



0 , x < 1,
c , x = 1,

a
x7 − 1

x− 1
+ b , 1 < x < 2,

1− 1

x
, x ≥ 2,

byªa

(a) dystrybuant¡ pewnego rozkªadu probabilistycznego,

(b) dystrybuant¡ ci¡gªego rozkªadu probabilistycznego.

Wyznaczy¢ g¦sto±¢ rozkªadu z punktu b).

2. Wyznaczy¢ najwi¦ksz¡ warto±¢ staªej a i odpowiadaj¡c¡ jej warto±¢ C tak, by funkcja

f(x) =


0 , x ≤ 0,

C
√
x lnx , 0 < x < a,
1 , x ≥ a,

byªa dystrybuant¡ ci¡gªego rozkªadu probabilistycznego. Wyznaczy¢ g¦sto±¢ tego rozkªadu.

3. Zbada¢ czy istniej¡ staªe C dla których poni»sze funkcje s¡ g¦sto±ciami zmiennej losowej. Tam, gdzie
odpowied¹ jest pozytywna wyznaczy¢ dokªadne warto±ci C korzystaj¡c z odpowiedniego aparatu
matematycznego i poda¢ je w postaci maksymalnie uproszczonej.

(a) f(x) =
C√

x(x+ 9)
· 1[3,9](x).

(b) f(x) = Cx · 2x · 1(−∞,0)(x).

(c) f(x) = C sin2

(
1

x

)
· 1[1,∞)(x).

(d) f(x) =
C + sinx

x
√
x− 1

· 1[2,∞)(x).

(e) f(x) =
C · 2x

3
√

(2x − 8)2
· 1(3,4)(x).

(f) f(x) =
C√
sinx

· 1(π
2
,π)(x).

(g) f(x) =
Carctgx

5
√
x6

· 1(0,1)(x).

4. G¦sto±¢ zmiennej losowej X jest dana wzorem

f(x) =

{ 3

14

√
x , x ∈ [1, a],

0 , x /∈ [1, a].

(a) Znale¹¢ warto±¢ a.
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(b) Obliczy¢ P (X > 3|X ≥ 2) oraz P (X > 2|X ≥ 3).

(c) Sprawdzi¢ czy rozkªad ten speªnia tzw. prawo 2σ, tzn. czy P (|X − EX| ≤ 2σX) ≥ 95%.

5. G¦sto±¢ zmiennej losowej X jest dana wzorem f(x) =
2

ln 2
· x

x2 + 1
· 1[0,1](x).

(a) Wykaza¢, »e jest to poprawnie zde�niowana zmienna losowa.

(b) Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej X. Poda¢ dokªadny wynik w postaci maksy-
malnie uproszczonej.

(c) Wyprowadzi¢ wzór na dystrybuant¦ X oraz na warto±¢ kwantyla rz¦du α ∈ (0, 100).

6. G¦sto±¢ zmiennej losowej X jest dana wzorem

f(x) =


1

4
, x ∈ [−2, 0],

C

x2
√
x

, x ∈ [1,∞),

0 , x /∈ [−2, 0] ∪ [1,∞).

(a) Znale¹¢ warto±¢ C.

(b) Obliczy¢ P (X < 4|X ≥ −1). Poda¢ dokªadny wynik w postaci maksymalnie uproszczonej.

(c) Wyprowadzi¢ wzór na dystrybuant¦ X i narysowa¢ jej wykres.

(d) Obliczy¢ median¦ oraz górny kwartyl X.

(e) Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej X.

7. Zmienna X ma g¦sto±¢ f , która jest symetryczna wzgl¦dem prostej x = a, tzn.

∀x ∈ R f(a+ x) = f(a− x).

(a) Wykaza¢, »e dystrybuanta X speªnia warunek F (a+ x) = 1− F (a− x).
(b) Udowodni¢, »e medX = a oraz znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy kwantylami rz¦du α i 100− α.
(c) Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ X w przypadku, gdy istnieje.

8. G¦sto±¢ zmiennej losowej X jest dana wzorem f(x) =

{ 3

2
x2 , x ∈ [−1, 1],
0 , x /∈ [−1, 1].

Wyznaczy¢ dystrybuanty i g¦sto±ci zmiennych

(a) Y = 2X + 1,

(b) Z = X2,

(c) S =
1

X
,

(d) T = cos(πX).
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9. (zadanie do samodzielnego przeliczenia w ramach powtórki podstaw)

Dla podanych poni»ej funkcji f rozwi¡za¢ nierówno±¢ f(x) ≤ y je»eli

• x ∈ Df ,

• x ∈ Df ∩ (0,∞),

• x ∈ Df ∩ [−1, 1].

(a) f(x) = 2x− 1,

(b) f(x) = 2x3 − 1,

(c) f(x) = 2 3
√
x− 1,

(d) f(x) = 2
√
x+ 2− 1,

(e) f(x) = 2e−2x,

(f) f(x) = e2x + ex,

(g) f(x) = 2 ln(x+ 2)− 1,

(h) f(x) = arccos x,

(i) f(x) = 2x2 − 1,

(j) f(x) = x2 − x,
(k) f(x) = x4 − x2,

(l) f(x) =
1

x− 2
,

(m) f(x) =
x

2x− 1
,

(n) f(x) = |2x− 1|,
(o) f(x) = |x2 − x|,
(p) f(x) = e2x − ex,
(q) f(x) = ln(x2 + x+ 1),

(r) f(x) = sin(πx), Df = [0, 2],

(s) f(x) = cos

(
πx− 2

3
π

)
, Df =

[
0,

5

3

]
.

10. (ci¡g dalszy zadania 8) Wyznaczy¢ dystrybuanty i g¦sto±ci zmiennych Y = f(X1) oraz Z = f(X2),
gdzie f to funkcje z poprzedniego zadania, X1 jest zmienn¡ o rozkªadzie jednostajnym na przedziale

[−1, 1], a X2 jest zmienn¡ o rozkªadzie wykªadniczym ze ±redni¡
1

λ
, λ > 0.

Krzysztof „El Profe” Michalik
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