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Teoria i metody optymalizacji
Miniprojekty (programowanie nieliniowe)

(Oparte na [JKSW11]) Trzy cukrownie prowadza kampanie cukrownicza, majac za zadanie przerobienie lacz-
nie 37560t burakow. Dzienny przeréb poszczegdlnych cukrowni wynosi odpowiednio 120t, 160t i 180t burakéw.
Wiadomo, ze w trakcie kampanii cukrowniczej powstaja straty zalezne od czasu sktadowania burakow, ktére
mozna opisa¢ funkcja
f(t1,to,t3) = 0.67 + 12t1 + 0.3t3 + 9to + 0.4¢5 + 15¢3,

gdzie t;, i = 1,2,3 to czas (w dniach) trwania kampanii w i-te cukrowni. Rozwiazujac odpowiednie zadanie
optymalizacyjne odpowiedz, jak rozdzieli¢ buraki pomiedzy cukrownie tak, zeby wszystkie buraki zostaly
przerobione, a straty cukru byly jak najmniejsze. Wartoéci ¢; nie musza by¢ caltkowite.

(Oparte na [JKSW11]) Cztery wyroby A, B, C i D produkowane sa z tych samych dwéch surowcéw. Zapas 1.
surowca, to 12000t. Zapas 2. surowca to 15000t. Wiadomo, ze na 1 tys. sztuk wyrobu A zuzywa sie¢ 2t surowca
1. i 1.5t surowca 2., na 1 tys. sztuk wyrobu B zuzywa si¢ 1t surowca 1. i 2.5t surowca 2., na 1 tys. sztuk
wyrobu C zuzywa sie 5t surowca 1. i 2t surowca 2.., natomiast na 1 tys. sztuk wyrobu D — 1t surowca A i 1.5t
surowca B. Ustali¢ wielko$¢ produkcji, jesli chcemy wykorzystaé¢ caly zapas obu surowcéw, maksymalizujac
przy tym zysk ze sprzedazy 4 produktéw, zdefiniowany funkcja

f(xa,zp,2c,2p) = 324 + 3.505 + 8xc + 2xp — 0.00052% — 0.00122% — 0.0008z% — 0.00012%),

gdzie x; to catkowita produkcja wyrobu i.

Zadanie rozwiaz, tworzac odpowiedni problem optymalizacyjny. Nie przejmuj si¢ tym, ze wartosci zmiennych
z; moga nie by¢ catkowite.

(Oparte na [JKSW11]) Planowane sa prace modernizacyjne w czterech kopalniach. Rezultatem tych prac
ma by¢ tacznie 15000t przyrostu wydobycia. Koszty prac modernizacyjnych w zaleznosci od planowanego
przyrostu wydobycia w poszczegdlnych kopalniach (odpowiednio x4, xo, x5 i 24) wyraza funkcja

f(21, 29, 23, 24) = 0.12% + 0.0323 + 0.052% + 0.0222 + 51 + 1229 + 7oz + 2024.

Zaplanuj wielkosci przyrostu wydobycia dla poszczegdlnych kopaln tak, aby koszty prac modernizacyjnych
byly mozliwie najmniejsze. Pamietaj o tym, ze wielkosci 1, ..., z4 musza by¢ nieujemne.

(Oparte na [MORI17]) Rozwazmy 3 firmy nalezace do jednej korporacji. Kazda z firm wytwarza pewien
produkt i woda jest potrzebna do jego produkcji. Zalézmy, ze zapotrzebowanie poszczegdlnych firm na wode
w kilolitrach na godzine oznaczymy przez z; > 0, i = 1,2, 3. Poniewaz woda jest najbardziej deficytowym z
surowcéw stosowanych w produkeji, mozemy przyjaé, ze zysk z produkcji, B;(x;), zalezy gléwnie od wartosci
x;. Okreslony jest on nastepujacymi wzorami:

Bl(scl) = 7‘%% + 161’1,
BQ(I’Q) = —25.’E§ + 91’2,
Bg(xd) = —1.5£L'§ + 111‘3.

Dostepno$é wody oszacowano na 10kl/h. Firmy maja zawarte kontrakty na sprzedaz swoich produktéw,
ktore wymagaja wytworzenia co najmniej 100 jednostek produktu 1 oraz co najmniej 250 jednostek jednego
z produktéw 2 lub 3, co oznacza, ze 1 musi byé réwne co najmniej 1kl/h, a o + x3 co najmniej 4.25kl/h.
Znajdz wartosci zmiennych x1, x2 i z3, ktore maksymalizuja catkowity zysk korporacji przy uwzglednieniu
wszystkich wymienionych ograniczen.

Stacja orbitalna ma zosta¢ umiejscowiona w punkcie na orbicie okoloziemskiej, ktéra mozna opisa¢ ukladem
réwnan

x2 + 5y? + 622 — 20z + 60y + 122 = 6000
z—3y+2=0

przy czym srodkiem ukladu wspélrzednych jest Ziemia. Komunikacja pomiedzy stacja a Ziemia ma by¢

monitorowana przez satelite, ktérego pozycja na orbicie jest ustalona: (zg,ys, zs) = (29,45, —11). Ustalono,

ze koszty komunikacji pomiedzy stacja a Ziemia oraz monitorowania jej przez satelite beda proporcjonalne

do sumy

D =5dy 4+ dy + ds,
gdzie d; jest odlegloscia pomiedzy stacja a Ziemia, ds — odlegtoscig miedzy stacja a satelita, a d3 — odlegloscia
miedzy satelita a Ziemia. ZnajdZ polozenie, w ktérym umiejscowiona powinna by¢ stacja orbitalna, dla
ktérego D bedzie najmniejsza mozliwa.



NLP6. Sie¢ supermarketow budowlanych chce ustali¢ miejsce, w ktérym powinna wybudowaé centrum dystrybucyjne
dla swoich sklepéw. Znane sg lokalizacje supermarketéw (x;,y;), i = 1,...,8 oraz ilosci artykuléw (w liczbie
potrzebnych dostaw) sprzedawanych w kazdym z nich w;, i = 1,...,8, a takze lokalizacje dwoch fabryk, w
ktérych wytwarzane sa materiaty budowlane na potrzeby sieci (zF,yF), i = 1,2. ZnajdZ najlepsza lokalizacje
centrum dystrybucyjnego (o, yo), przy zalozeniu, ze ma ona minimalizowaé wazona sume odleglosci sklepéw
od centrum dystrybucyjnego (w; sa tu wagami), jednoczesénie zachowujac odlegloéé od kazdej z fabryk ponizej
200(km). Dane (w km) podane sa w tabeli:

Nr supermarketu T; Ui w;
1 -19 65 | 4200
2 37 180 | 2100
3 149 10 | 1500
4 87 235 | 6500
5 —52 | —12 | 4000
6 10 | —64 | 1200
7 25| —11 ] 1500
8 45 | —121 | 3000

Nr fabryki ‘ zP ‘ yF

(3

1 36 | 60

2 —-28 | 20

NLP7. Sie¢ supermarketow budowlanych chce ustali¢ miejsce, w ktérym powinna wybudowaé centrum dystrybucyjne
dla swoich sklepéw. Znane sa lokalizacje supermarketéw (x;,y;), i = 1,...,8 oraz ilosci artykuléw (w liczbie
potrzebnych dostaw) sprzedawanych w kazdym z nich w;, i = 1,...,8, a takze lokalizacje dwoéch fabryk, w
ktérych wytwarzane sa materiaty budowlane na potrzeby sieci (zF,yF), i = 1,2. Znajdz najlepsza lokalizacje
centrum dystrybucyjnego (xg, yo), przy zalozeniu, ze ma ona minimalizowa¢ wazona sume odleglosci sklepow
od centrum dystrybucyjnego (w; sa tu wagami), jednocze$nie zachowujac sume odleglosci od kazdej z fabryk
ponizej 200(km). Dane (w km) podane sa w tabeli:

Nr supermarketu T; Yi w;
1 —-19 65 | 4200
2 37 180 | 2100
3 149 10 | 1500
4 87 235 | 6500
5 —52 | —12 | 4000
6 10 | —64 | 1200
7 25| —11 ] 1500
8 45 | —121 | 3000

Nr fabryki | = | yF
1 36 | 60
2 —28 | 20

NLPS. Pewna firma telekomunikacyjna chce ustali¢ polozenie stacji przekaznikowej. Stacja ma pokrywaé obszar w
okolicy Cincinnati. Dane w tabelce okreslaja polozenie gléwnych miast, ktére powinny znalezé sie w zasiegu
stacji (w milach na siatce péinoc-potudnie/wschéd-zachdd)

Miasto T | Yi
Cincinnati | 17 | 14
Florence 10 | 10
Covington | 12 | 16
Evendale 12 | 22
Fairfax 13 | 17
Milford 19 | 19

Jakosé transmisji zalezy gldéwnie od odlegloéci pomiedzy stacja a telefonem, w zwiazku z tym firma planuje
postawié stacje przekaznikowa w miejscu, w ktérym najwieksza odlegtoéé pomiedzy stacja a ktorymkolwiek z
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wymienionych miast jest zminimalizowana. Zrobi¢ to mozna (i nalezy), minimalizujac zmienna z (odleglosé)
przy ograniczeniach postaci
(i — )+ (i —y)? <22 i=1,...6,

gdzie (z,y) to polozenie stacji. Zapisz i rozwiaz ten problem.

(Oparte na [JKSW11]) Jak rozdzielié dzienna produkcje energii 100MWh pomiedzy 3 elektrownie, tak aby
dzienne koszty zuzycia paliwa opisane funkcja

f(!L'l, (EQ,.’ES) = 01(%1 + X2 + .’E3)2 + 26(1’1 + T2 + ZC3)7

gdzie x;, « = 1,2,3 to dzienne zuzycie paliwa w elektrowni ¢, byty mozliwie najnizsze. Wez pod uwage, ze z
1t paliwa w elektrowni I uzyskuje sie¢ 5SMWh energii, w elektrowni II - 3SMWh, a w elektrowni III — 4AMWh.
Dodatkowo musisz pod uwage wziaé, ze kazda elektrownia ma swoje ograniczenia jesli chodzi o maksymalna
produkcje energii. W przypadku elektrowni I jest to 50MWh, a w przypadku elektrowni IT i ITI po 40mWh.

Na pytanie odpowiedz, tworzac odpowiedni problem optymalizacji nieliniowej.

(Oparte na [Wi80]) Dzienny koszt produkcji energii w pewnej elektrowni zadany jest wzorem

2 2

2
E T + E diz;,
i=1 i=1

gdzie ¢; = 7.5, co = 4.4, d; = 13.6 oraz d2 = 1.9 sa znanymi wspdlczynnikami, a x; i xo oznaczaja energie
(w MW) wytwarzana przez (odpowiednio) 1. i 2. blok elektrowni.

W trakcie transmisji powstaja straty postaci

2 2
PL = Z ZHij«Iixj;

i=1 j=1
. - . 6 8 _7
gdzie wartosci H;; zadane sg macierzg H = 8 24 | % 1077,

Dodatkowo nalezy wzia¢ pod uwage zakres, w jakim moze funkcjonowaé kazdy z blokdw:

5000 < 1 < 16000, 8000 < z2 < 20000

Znajdz wartosci x1 i xo tak, aby wytworzona energia minus powstale straty x; + x2 — P, byla najwigksza
mozliwa. Uwzglednij podane wyzej ograniczenia na x1 i x2, a takze ograniczenie na koszty wytworzenia

energii postaci
2 2
Zcil‘i + Z dzl‘f <7 X 107,
i=1 i=1

Tlo$¢ danych przestanych przez pewne urzadzenie mobilne korzystajace z trzech kanaléw k € {1,2,3} moze
by¢ policzona przy pomocy wzoru:

1.2 .3 ° pkhk
T(p,p~p°) = ZIng (1+Ik> ;
k=1

gdzie pF > 0, k = 1,2,3, sa mocami, z jakimi urzadzenie transmituje na kanatach k, h*¥ € R*, k =1,2,3
s indykatorami jako$ci kanatéw, natomiast I, € R*, k = 1,2, 3 to wartodci interferencji na poszczegdlnych
kanatach.

Napisz program pozwalajacy na zmaksymalizowanie catkowitego przesytu danych pod warunkiem, ze p' +
p? + p? = ImW. Przyjmij, ze wartoéci hy, oraz Iy, k = 1,2, 3 sa zadane tabela:

Channel ‘ hk ‘ Ik
110.752 | 1.23
210.363 | 3.88
310.618 | 2.19
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(Oparte na [BM68]) Zmiennymi, ktérych wartoéci masz okresli¢ z;; (i = 1,2,3, j = 1,2), sg ilodci broni 4
przydzielonych de celéw j. Prawdopodobienstwa a;;, ze cel j nie zostanie uszkodzony w przypadku ataku
pojedyncza sztuka broni typu ¢ zadane sa w tabeli:

‘W.l‘W.Q‘W.S

0.35 | 0.97 | 0.76

0.89 | 0.85

Twoim celem jest dobranie iloéci broni do celéw w taki sposéb, zeby suma prawdopodobienstw, ze kazdy z
celéw zostanie zniszczony
3 T
[1- ;- a3 1,
1

2
J=

byta jak najwicksza. Pod uwage musisz wzia¢ ograniczenia na iloé¢ broni uzytej do ataku na poszczegdlne

cele postaci
2

3
d w <20, i=1,2,3, ) x;; <40, j=1,2
j=1 i=1

oraz ograniczenia dotyczace nieujemnosci wszystkich zmiennych.

Rzeczywisty koszt paliwa przesytanego z krajéw arabskich droga morska do Japonii zostat oszacowany w pracy
[U68] jako suma kosztu ropy naftowej, ubezpieczenia, cla, kosztu przewozu, kosztéw zatadunku i wyladunku,
oplat za cumowanie, kosztéw skladowania paliwa oraz jego rafinacji:

2.09 x 10%~0-3017 1. 5 042 x 103¢~0-1899 4 0.1049¢°-671
360
1.064 x 109at%4925 + 4.242 x 10*at 7952 4 1.813ip(nt + 1.2¢)%%6" + 4.25 x 103a(nt + 1.2q)

52.47¢(360) ’

C = CeteC+tceg+

gdzie a to procent stalych oplat, ¢, — cena ropy naftowej (w $/kl), ¢; — ubezpieczenie (w $/kl), ¢, — clo (w
$/kl), i — stopa procentowa wolna od ryzyka, n — liczba portéw, p — oplata za zajecie obszaru na zbiorniki
paliwa (w $/m?), ¢ — przepustowosé rafinerii (w bbl /dzieti), a t — tadowno$é tankowca (w kl). ZnajdZ minimum
powyzszego kosztu jako funkcji ladowno$ci tankowca ¢ oraz przepustowaosci rafinerii q. Pozostale dane zadane
sa tabela

a |e Je | |i |n|p

0.20 [ 12.5][0.5[0.9 0.1 ]2 | 7000

Zalézmy, ze masz zadang sie¢ komunikacyjna jak na rysunku:

Chcesz ustalié, jak duzo samochodéw jadacych z punktu s do ¢ powinno wybraé poszczegélne drogi. Twoim

celem jest minimalizacja $redniego czasu podr6zy. Dla kazdego polaczenia (4, 5), podane sa dwie wielkosci:

minimalny czas przejazdu t?}in (w minutach; pierwsza liczba) oraz parametr funkcji czasu przejazdu ¢;; (druga

liczba). Czas przejazdu na odcinku (i, j) zalezy od liczby (podanej w tysiacach) samochodéw jadacych tym
odcnkiem x;; zgodnie ze wzorem

2
tij(wyg) = 5" + 520,
Cij
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Twoim celem jest zatem znalezienie minimum funkcji zdefiniowanej wzorem

fla) = tij(wij)wi;
(i.0)

pod warunkiem, ze z;; > dla kazdego tuku (7, j) oraz przy zachowaniu przeplywu przez kazdy wezel (to, co
do niego wchodzi, musi z niego wyj$¢). Zaldézmy, ze z s do t ma przejechaé¢ 16000 samochoddw.

Rozwiazujac problem, nie przejmuj sie tym, ze liczby samochodéw moga nie wyj$¢ catkowite.

Pewna firma zajmujaca sie wytwarzaniem sprzetu do gry w golfa planuje wprowadzi¢ na rynek 2 typy toreb
golfowych: Torbe Standard i Torbe Deluxe i chce ustali¢, ile ktérego typu powinna produkowaé. Produkcja
torby wymaga wykonania nastepujacych czynnosci: ciecie i farbowanie materiatu, szycie, wykanczanie oraz
kontrola jakosci i pakowanie. Czasy potrzebne na wykonanie kazdej z tych czynnoéci (w godzinach) zadane
sa tabelka:

Czynnosé ‘ Torba Standard ‘ Torba Deluxe
Ciecie i farbowanie 0.7 1
Szycie 0.5 0.85
Wykonczenie 1 0.65
Kontrola i pakowanie 0.1 0.25

Analiza zatrudnienia w poszczegélnych dziatach firmy wykazala, ze w najblizszych 3 miesiacach do rozdy-
sponowania jest 630 godzin na ciecie i farbowanie, 600 na szycie, 708 na wykanczanie oraz 135 na kontrole i
pakowanie. Z kolei analiza kosztéw zwigzanych z wyprodukowaniem poszczegdlnych toreb oraz sytuacja na
rynku umozliwita podanie przyblizonego zysku z produkcji i sprzedazy toreb kazdego z typéw: w przypadku
Toreb Standard zysk z produkcji S toreb bedzie réwny 80S — 0.15? (PLN), natomiast zysk ze sprzedazy D
Toreb Deluxe wynosié¢ bedzie 15D — 0.2D2. Ile toreb ktérego typu powinno byé produkowane, aby zmaksy-
malizowaé zysk przedsigbiorstwa przy uwzglednieniu ograniczen na czas pracy poszczegdlnych dzialéw (oraz
na to, ze D > 0, S > 0).

(Oparte na [JKSWI11]) Zalézmy, ze liczba ton produktu sprzedawanego przez pewne przedsiebiorstwo y
zalezy od 3 czynnikéw produkeji: liczby roboczogodzin wykorzystanych do jego produkcji ¢, ilosci surowcéw
potrzebnych do jego produkcji  oraz liczby (w tysiacach PLN) pieniedzy zainwestowanych w jego promocje
p. Liczba ta w przyblizeniu zadana jest wzorem

y(t,z,p) = 0.2p* + 0.05t> — 0.04tx + 5t + 10

Koszt firmy zwiazany z zatrudnieniem pracownikéw oszacowano na 600t PLN, natomiast koszty surowcow
na 1600z PLN. Produkt jest sprzedawany w cenie 250PLN za tone. Zysk firmy jest zatem réwny

f(t,z,p) = 0.25y(t, z,p) — p — 0.6t — 1.6z.
Zmajdz wartosci t, x oraz p maksymalizujace zysk firmy przy uwzglednieniem nastepujacych ograniczen:

e Liczba dostepnych na rynku pracownikéw oraz ilosé surowcéw sa ograniczone: ¢t < 2400, a z < 5200.

e Twoje fundusze sa réwniez ograniczone, czyli p 4+ 0.6t + 1.6z < 4000.

e Kazda ze zmiennych musi mie¢ warto$¢ nieujemna.
(Oparte na [JKSW11]) Przedsiebiorstwo Plastex zajmuje sie wytwarzaniem pojedynczego produktu, ktérego
iloé¢ w tonach y zalezna jest od 3 czynnikow produkcji 1, o i 3 W nastepujacy sposdb:

0.8

y = 1.529 205298,

0.75
1
Ogodlne koszty produkcji zadane sa natomiast réwnaniem

C(Z‘l, xo, .133) =921 + 3x2 + 5x3 + 50

Rozwiazujac odpowiedni problem optymalizacyjny, wyznaczy¢ optymalne wartosci czynnikéw produkeji z; >
0, zo > i x3 > 0, przy ktérych koszt produkcji y = 500t produktu bedzie najnizszy.



NLP18. (Oparte na [BM68]) Standardowym celem, jaki stawiamy sobie rozwiazujac zadania regresji liniowej jest
minimalizacja bledu $redniokwadratowego (co mozna wykonaé¢ na rézne sposoby). W pewnych sytuacjach
bardziej sensowne wydaje si¢ zastosowanie innego podejscia. Mozemy na przyklad szukaé rozwiazania, ktore
bedzie minimalizowalo sume p-tych poteg btedow:

> o, (1

gdzie

a; =xpnb1 + ...+ xinby —y;, dlai=1,...,m. (2)
przy czym &1, ...,Zin, ¢ = 1,...,m s3 znanymi warto$ciami pewnych pomiaréw, a by, ..., b, sa wspdélczyn-
nikami, ktérych szukamy.
Jedli maja one minimalizowaé¢ (1) przy ograniczeniach (2), a p jest nieparzyste, problem mozemy zapisaé

nastepujaco:
m

zminimalizuj Z of
i=1
przy ograniczeniach
—Yi + Tirb1 + ...+ Tinbp + ;=
Yi — (Tinhy + .. 4 Tinbp) + 0y >

Rozwiaz tak sformutowany problem dla p = 3 oraz danych z tabeli

0, 2=1,...,m,
0

, t=1,...,m,

Ul Y | T | Tp | T3
1| 99 1 8.5 | 106
2 89 1 8.2 72
3 103 | 2 95 | 75
4 | 86 1 74 | 99
51 91 1 7.0 | 165
6 | 95 1 8.0 | 180
7 1100 | 1 95 | 99
8 135 | 2 |12.3 | 210
9 (112 | 2 |10.8 | 175
10 | 81 1 7.0 | 120
11| 89 1 8.2 | 132
12 | 97 1 9.0 | 157
13113 1 |15.7| 75
141 51 0.5 3.7 | 80
15| 75 1 6.2 | 105
16 | 98 1 |10.6 | 205
171100 2 |11.4 109
18 | 94 2 7.1 | 90
191121 2 |13.0| 87
201 39 |05 3.4 | 150

NLP19. (Oparte na [BM68]) Standardowym celem, jaki stawiamy sobie rozwiazujac zadania regresji liniowej jest
minimalizacja bledu $redniokwadratowego (co mozna wykonaé¢ na rézne sposoby). W pewnych sytuacjach
bardziej sensowne wydaje si¢ zastosowanie innego podejécia. Zalézmy, ze zwigzek miedzy zmiennymi z;; a
yi, t = 1,...,m zadany jest w przyblizeniu wzorem:

yi = by + bre®t + ...+ b i=1,...,m,
dla ktérego chcemy znalezé wspoétczynniki by, by,...,b,. Aby to zrobié, dla zadanych wartosci x;1, ..., Zin,
t=1,...,m szukamy by, ...,b, oraz ay, ..., a, minimalizujacych

m
2
2o
i=1

przy ograniczeniach
—yi+bo+bie" + .+ b+ =0, i=1,...,m.

Rozwiaz tak postawiony problem dla danych z poprzedniego ¢wiczenia.
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