Funkcje wielu zmiennych: plaszczyzna styczna
do wykresu, rézniczka, pochodne kierunkowe.

Przyktady :

Napisz rownania ptaszczyzn stycznych do wykresow podanych funkeji we wskazanych punktach wy-

kresu:

(a’) f(x,y) :l‘2+y2, (x(J,yOyZO) = (17—17f(17_1))

ZO:f(17_1)22

%(w,y) = 2z, g—z(ﬂc,y) =2y

obie pochodne sa ciagle w (1, —1),
zatem istnieje plaszczyzna styczna do wykresu f w punkcie (1,—1,2)

Rownanie tej pltaszczyzny ma postac:

Mgt 12— 2= g—i(l, 1) (x—1)+ g—g(l, -1)-(y—(-1))
of _, 9f _
e =25 (-1 =2

Zatem g 1z —2=2(x — 1) — 2(y + 1)

(b) f(xvy) = xy7 (xOJyOwZO) = (2747f(274))

20 = f(2,4) =16

0 0

) v S ) = ot

obie pochodne sa ciagle w (2,4),

zatem istnieje plaszczyzna styczna do wykresu f w punkcie (2,4, 16)

Roéwnanie tej ptaszczyzny ma postac:

. _of B of B
st 12— 16 = 3:6(2’4) (x —2) + 8y(2,4) (y —4)
of o3 oo Of oty o
5 (20 =142 =32 5.(2.4)=2'In2 =16 In2

Zatem 7y 1z — 16 = 32(x — 2) + 161n2(y — 4)



Przyktady :

Wykorzystujac rozniczke funkeji oblicz przyblizone wartosci podanych wyrazen:
(a) (1.02)*-(0.97)2

o f(z,y) =22 (20,70) = (1,1), Az = 0.02, Ay = —0.03

o —(z,y) =42y’ g“; (z,y) = 22"y

e obie pochodne sa ciagte w (1, 1), uzasadnione jest zatem uzycie rozniczki dla uzyskania
przyblizonej wartosci f(1.02,0.97)

- of of
o £(1.02,0.97) = f(1,1) + 5-(1,1) - 0.02 + (‘Ty(l’ 1) - (—0.03)
of of

« LY =1 5 (L) =4 a—y(m) =2

Zatem (1.02)* - (0.97)2 ~ 1 +4-0.02+ 2 - (—0.03) = 1.02
(b) (V5 +VB+VIT)?
o f(z,y,2) = (Vo + Y+ V2)? (@0,90,20) = (4,9,16), Az =1, Ay = -1, Az =1
o Loy2) =2a+ i+ V3 2} oy 2) =2V VA
FH(w02) = 2VT+ VT +VE) 5

e wszystkie pochodne sa ciaglte w (4,9,16), uzasadnione jest zatem uzycie rozniczki dla
uzyskania przyblizonej wartosci f(5,8,17)

e f(5,8,17) ~ f(4,9, 16)+g(4 9,16) - 1+gf(4 9,16) - (—1) + gf(él 9,16) - 1
)
5 of 1
e f(4,9,16) = (2+3+4)° =81, 8—(4,9,16) =22+3+4)- 2.3 =4.5,
x
of 1 of 1
4,9,16) = 2(2 4 —(4,9,16) = 2(2 4) . —— =22
8<96) (+3+)23 3,0Z(,9,6) (~|—3—|—)2.4 5
Zatem (V54 V8 +V17)2 =81 +4.5-1+3-(—1)+2.25-1=284.75
Przyktady :
Oblicz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
V3 V3
(@) Sle) = (o 200 ) = (1.2, ¥ = (227

I sposé6b:

e 7 definicji pochodnej kierunkowej:

2
of f(1+t§,2+t§)—f(1,2) (142 +2(2+6%2)) - 25
6V t—>0+ ) t t—0+ t
54 ¢3Y2)" _ 52 $3v2 (10 4 ¢3V2
= lim ( 2 ) — lim —2 ( 2 ) = lim 3\/_ <10+t\/_> — 15v/2
t—0+ t t—0+ t t—0+ 2



IT sposdb (prostszy):

of _ of _
e pochodne te sa ciagte w (1,2), zatem
g‘i(l 2) =gradf(1,2) oV
_ (91 of _ _
e gradf(1,2) = e —(1,2), 8y(1 ,2) ] =(2(144),4(14+4)) = (10, 20)
e Zatem 8f(1 2) = (10,20) o (ﬂ‘/i) = £ £ = 15V/2.
ov 27 2 2
S L (V2 V2
(b) f(l‘,y) =t + y27 (x07y0) (O O) V= <27 2)
e 7 definicji pochodnej kierunkowej:
04 t¥2,0+t%22) — £(0,0 )
aJi(()o) limf( 2 r) S >:hm¥:
ov t—0+ t t—0+ t

2 \/§
— T jt2 L V=
—tli%i 4+2—2

) ) ) CBON
o Uwaga: Tutaj nie mozna wykorzystaé Il sposobu. &
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(C) f(x>y7 Z) =Ty =+ yz +$Za <x07y072:0) = (17 _27 1)7 ‘_; = <_

of _ of _ of _
i 8$(w7yvz)_y+z7 ay(x7y7z)_w+z7 az(xayaz)_y+x

e pochodne te sa ciagte w (1, —2,1), zatem

gé(l, —2,1) =gradf(1,—-2,1) oV
0 0 0
o gradf(l,—2,1) = ai(L —2,1), ai(l’ —2.1), ai“’ 9, 1)) —(—241,14+1,-2+41) =
=(-1,2,-1)
e Zatem a—{(1,—2,1) =(-1,2,—-1)o (—\/37 \/37\/§> - 1. <_\/§> 9. £ 1. £
ov 3 3 3 3 3 3
Y
o3



