Funkcje wielu zmiennych: ekstrema.

Przyktady |16.1
Znajdz ekstrema podanych funkcji:

(a) flo,y) =2y(l1 -2 —y)
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8y(:v y) =z(l — 1 —2y)

obie pochodne sg ciggte na R?
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Zatem f moze mie¢ ekstrema tylko w punktach (0,0), (1,0), (0,1) i (3, 3).
o*f o*f o*f 0*f
- = _9 = =1—-22—-2 -2
* 5a2(®Y) Y, ayax(x,y) axﬁy(x Y) = v g 5 (T, y) = =2

o det #(00) ﬂL(OO) = det 01 =-1<0
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Zatem f nie ma ekstremum w punkcie (0, 0)
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Zatem f nie ma ekstremum w punkcie (0, 1)

G (1,0) Byax(lo)]:det[ ! _1]:—1<0
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Zatem f nie ma ekstremum w punkcie (1,0)
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e det Bx 373 8y8133 = det 3 3 :l>0
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oraz a—f(é, 3)=—2<0

5z atem f ma maksimum lokalne wlasciwe w punkcie (3, 3)



Odp.: Funkcja f(x,y) ma jedno ekstremum: maksimum lokalne wlasciwe w punkcie (%, %)

‘ ﬁ \ max lokalne, z
%, Sy 5\ punkt (1/3,1/3,1/27)

max lokalne,
y punkt (1/3,1/3,1/27)
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z2=xy(1-x-y)

(b) f(z,y) = (y—x)*+ (y +2)°
[ J Df = ]RZ

. gi(:v,y) = —2(y — x), g‘;(fc,y) =2(y — =) +3(y + 2)?

obie pochodne sg ciggle na R?

{3§<x,y> =0 @{ 2y - 1) =

"1 Zew =0 T 2w-n s =0
oy U
@{ T =y @{ r = —2
3y+2)? =0 y = —2
Zatem f moze mie¢ ekstremum tylko w punkcie (—2, —2).
L *f 0 f *f

2 2
G (=2,-2) gL(-2,-2) | 2 -2
e det o f 51 = det =0

Nie wiemy na razie, czy f ma ekstremum w punkcie (—2, —2)

Zbadamy to z definicji ekstremum lokalnego

e Wezmy (z,y) = (—2+ %, -2+ %) Wtedy f(z,y) = n% >0=f(-2,-2).
Teraz wezmy (z,y) = (=2 — £, =2 — 1), Wtedy f(z,y) = —=5 < 0= f(—2,-2).
Wynika stad, ze w kazdym otoczeniu punktu (—2,—2) znajduja sie punkty, w ktorych
warto$¢ funkcji jest wieksza od f(—2, —2), 1 punkty, w ktorych wartosé funkceji jest mniejsza
od f(—2,-2).
Zatem f nie ma ekstremum w punkcie (—2, —2).

Odp.: Funkcja f(z,y) nie ma ekstremow lokalnych.
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Przyktady :

Znajdz najmniejsza i najwieksza wartos¢ podanej funkcji f(x,y) na zbiorze A domknietym i ograni-
czonym:

: : : s
(a) () = sinz + sing +sin(e + ), A = {(r.) :0< 2.y < 7}
1) Znajdziemy na poczatek punkty we wnetrzu A, w ktorych f(z,y) moze mieé¢ ekstrema
lokalne:
0 0
o 8“5(90,@/) = cosz + cos(x + y), (,)]yt(x,y) = cosy + cos(z + y)
obie pochodne sg ciagte na R?
%(%y) =0 cosz +cos(z +y) = 0 cosxT = cCosy
g—’yc(:z:,y) =0 & cosytcos(r+y) = 0 & cosx = —cos(x+y) &
(x,y) € wnetrze A O<my<3 O<z,y<3
xr =y r =y
& q cosz+cos(2z) = 0 &< 2cos’z+cosz—1 = 0 &
O<my<3 O<z,y<3
204+t —-1=0,0<t<1 ro=y . — =
& | A=9,t=0,5 & { cosx = 0,5 <:>{ fr
(odrzucamy ¢, = —1 < 0) 0<z,y<7% Yy = 3

Zatem we wnetrzu A funkcja f(x,y) moze mieé¢ ekstremum lokalne

. (T T
tylko w punkcie (3, 3).

2) Znajdziemy teraz punkty, w ktorych f(z,y) moze mie¢ ekstrema warunkowe z warunkiem:
(z,y) nalezy do brzegu zbioru A, czyli (z,y) € B1 U By U B3 U By, gdzie
Bi={(z,y):2=0,0<y< %} Bo={(z,y) : 0< 2 < F,y=0},

By ={(z,y) 2 =5,0<y<3} Ba={(,9): 0<z < 5y=3}
o Jezeli (v,y) € By, to f(z,y) = f(0,y) =2siny = g(y) dla0 <y < 7.

Z wtasnosci sinusa g(y) ma w przedziale [0, 7] maksimum w y = 7 i minimum w
y = 0.

Zatem f(x,y) ma warunkowe maksimum w punkcie (0, g) i warunkowe minimum w
(0,0) z warunkiem (z,y) € B;.

e Podobnie, jezeli (z,y) € By, to f(z,y) = f(2,0) = 2sinz = g(r) dla 0 <z < .
Z wtasnosci sinusa g(r) ma w przedziale [0, 7] maksimum w 2 = 7 i minimum w
x=0.

™
Zatem f(z,y) ma warunkowe maksimum w punkcie <2, O) i warunkowe minimum w
(0,0) z warunkiem (z,y) € Bs.

e Jezeli (z,y) € Bs, to f(z,y) = f (g,y) =1+siny+cosy=g(y) dla0 <y <
g (y) =cosy —siny =0 < cosy =siny <y = T(da0<y<9g).
Zatem g(y) w przedziale [0, 5] moze mie¢ ekstrema tylko w y =
przedziatu, czyliw y =01iwy = 7.

Zatem f(x,y) moze mie¢ warunkowe ekstrema z warunkiem (z,y) € Bs

T T T T
tylko w punktach (2, 4), (2,()) oraz <2, 2).
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% lub na koncach



e Podobnie, jezeli (z,y) € By, to f(x,y) = f(x,g) = 1+ sinz + cosz = g(z) dla
0<z<3
i g(w) w przedziale [0, 7] moze mie¢ ekstrema tylkow r =5, 2 =0iz =
Zatem f(x,y) moze mie¢ warunkowe ekstrema z warunkiem (z,y) € By

T T Y
tylk ktach — —, = .
YO W btmac (4 2> (O’ 2) oraz <2’ 2)
3) Obliczymy wartosci funkeji f(z,y) w punktach, w ktorych funkcja ta moze mieé¢ ekstrema

lokalne i ekstrema warunkowe, a nastepnie wyznaczymy wartos¢ najmniejsza m i wartoscé
najwieksza M funkcji na zbiorze A:

(53] - 008 ~ 20 102) <5 (30) -2 00 - 0 (3 -

/G- ameas(53) -2

o m=min(23,2,0,1+v2) =0, M =max(32,2,0,1+2)=

MH

e e} o
w punkcie (n/3,/3) z=sin(x)+sin(y)+sin(x+y)
wartosc najwieksza 5

w punkcje (0,0)
wartosé ngjmniejsza

(b) f(z,y) =2y, A={(z,y): 2> +y* < 1}

1) Znajdziemy na poczatek punkty we wnetrzu A, w ktorych f(z,y) moze mieé¢ ekstrema

lokalne:
0 0
. a:];(x, y) = 2zy, 8‘5(% y) =2’
obie pochodne sg ciaggte na R?
gi(xy) =0 2y = 0 0
o Uy =0 o 2 =0 & o
v —-1l<y<l1
(x,y) € wnetrze A 4yt <1

Zatem we wnetrzu A funkcja f(x,y) moze mie¢ ekstremum lokalne
tylko w punktach postaci (0,y), gdzie —1 <y < 1.
2) Znajdziemy teraz punkty, w ktorych f(z,y) moze mie¢ ekstrema warunkowe z warunkiem:
(z,y) nalezy do brzegu zbioru A, czyli (z,y) € T, gdzie I’ = {(x,y) : 2> + y* = 1}
o Jezeli (v,y) el tox?=1—9*if(z,y) =(1—y)y=y—y> =g(y) dla -1 <y < 1.
gJy)=1-3P=0ey==
Zatem ¢(y) w przedziale [—1, 1] moze mie¢ ekstrema tylko w y = j:? lub na koricach
przedzialu, czyli w y = +1.
Zatem f(x,y) moze mie¢ warunkowe ekstrema z warunkiem (z,y) € I’

tylko w punktach (@ @), (—?,?), (g,-?), (—?,—?), (0, —1) oraz (0,1).
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3) Obliczymy wartosci funkeji f(z,y) w punktach, w ktorych funkcja ta moze mieé¢ ekstrema
lokalne i ekstrema warunkowe, a nastepnie wyznaczymy warto$¢ najmniejsza m i wartosé

najwicksza M funkcji na zbiorze A:
e Dla dowolnego —1 < y < 1 mamy f(0,y) = 0.

V6 V3 _ V6 V3) _ 2v3 V6 V3 _ V3 _ _2V3
PR =1 (- F) = 1 () =1 (£ ) - 2F
£(0,—1) = £(0,1) = 0.

55, -2f5) = 25, M = max(0, 35, ~2f8) = 2f

e m = min(0, 0
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wartosé najmniejsza
punktach (+ 6'%/3,-31%/3)




