Asymptoty. Cigglosé funkcji

Przyktady [3.1]:

Zmajdz asymptoty pionowe i uko$ne podanych funkcji

(a) flx)=e>

e Dy:x#0, czyli Dy = (—00,0) U (0,00),
zatem f(z) moze mie¢ tylko asymptote pionowa w xy = 0
oraz asymptoty ukosne w 400 i w —o0

e Sprawdzamy istnienie asymptoty pionowej:
. . o o
xll%l—i-f(x) N xli%l-i-ex - 60:_ e T
lir(r)lif(x) = 11%17 er = et = e =
Zatem prosta [ : z = 0 jest asymptota pionows prawostronna funkcji f(z).

e Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w +oo:
1
lim f(z) = lim e¥ =€’ =1
Zatem prosta [ : y = 1 jest pozioma asymptota funkcji f(z) w 400
e Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w —oo:
1
lim f(z)= lim ex =€’ =1
Zatem prosta [ : y = 1 jest pozioma asymptota funkcji f(z) w —oo
.2
sin” x
(b) flz) =
o Df:x#0,czyli Dy = (—00,0)U (0,00),
zatem f(z) moze mie¢ tylko asymptote pionowa w xy = 0
oraz asymptoty uko$ne w +00 i w —oo

X

e Sprawdzamy istnienie asymptoty pionowej:

lir(r)lif(x): lim > = lim (smx) cx=1-0=0

z—0+ €T r—0+ €T
Zatem f(x) nie ma asymptoty pionowej w o = 0

e Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w +oo:
lim f (x) = 0 z twierdzenia o 3 funkcjach, bo

1 1
dla z > 0 mamy 0 < f(z) < — oraz lim — = 0.
x T—00
Zatem prosta [ : y = 0 jest pozioma asymptota funkcji f(z) w 400
e Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w —oo:
lim f(z) =0, podobnie jak dla z — oo
r——00

Zatem prosta [ : y = 0 jest pozioma asymptota funkcji f(z) w —oo



(c) f(z)

=z -1

Dy x| > 1, czyli Dy = (—o0, —1] U [1, 00),
zatem f(x) moze mie¢ tylko asymptoty ukosne w +o00 i w —o0

Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w +oo:
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Jim (f() = Ay) = Jim (VoZ =T —2) = Jim, (%) e (ﬁ 1+ ﬂf) )
-1 —1
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Zatem prosta [ : y = x jest asymptota ukosna funkcji f(z) w +oo
Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnej w —oo:
Skorzystamy z faktu, ze:

Jezeli f(x) ma asymptote ukosng l : y = Az + By w +00 i jest funkcjg parzystq (czyli
f(=z) = f(x)), to w —o0 ma asymptote ukosng l:y=—A,x+ B,.

Natomiast jezeli f(x) jest funkcjq nieparzystq (czyli f(—x) = —f(z)), to w —o0 ma asymp-
tote ukosng l:y = A, x — B,.

Rozwazana funkcja jest parzysta,

zatem prosta [ : y = —x jest asymptota ukos$na funkeji f(z) w —oo.

=x—2\/x
D¢ :x >0, czyli Dy = [0, 00),
zatem f(x ) moze mie¢ tylko asymptote ukosng w +o00

Sprawdzamy istnienie asymptoty uko$nej w —+o0:

f@) . w—2yz 2

lim = = lim =Y = lim (1 - —=]=1=A4
Jim (f(2) — Asx) = lim (2~ 297 o) = Jim (-2y/7) = -

Zatem f(x) nie ma asymptoty ukosnej w +oo



Przyktad :

Dobierz parametry a, b € R tak, aby funkcja

x dla |z] <1,
2’ +ar+b da |z]>1,

=1

byta ciggta na R.

e Dla dowolnych a, b € R, na kazdym z przedziatow (—oo, —1), (—1,1) i (1, 00) funkcja f(x) jest
zadana pewng funkcjg elementarng, wiec jest ciagla na kazdym z tych przedziatow. Musimy

zatem tylko zapewnié ciagtos¢ w punktach xy = —11 29 = 1.
o f(—1)=-1
lim f(x) = lizr%_(ﬁ +ar+b)=1—a+b

f(z) jest claglta w 21 = —1 <= f(—1) = liI_rhf(x): liznl_f(a:)<:>—1:—1:1—a+b
= a—-b=2

. f()=1
. . . 2 o
A )= Ip e vardb)=1+a+d
liI{l_ flx) = liql_x =1

f(x) jest clagta w xo = 1 <= f(1) = lirﬁ_f(x): hI{l_f([E) —l=1+a+b=1
<~ a+tb=0

o Zatemf(m)jestciadglana]l%@{a_bZZ <:>{a:1

a+b=0 b=-1
Przyktady :
Wyznacz punkty nieciagtoéci podanych funkeji i okredl ich rodzaj:

x?—1
dla = #1,

(a) flz)=1{ z—
2 dla z=1

e Na kazdym z przedziatlow (—oo, 1) i (1,00) funkcja f(x) jest zadana pewna funkcja ele-
mentarng, wiec jest ciagta na kazdym z tych przedziatow. Moze zatem mieé nieciagtosc
jedynie w punkcie xq = 1.

e f(1)=2
I T e 1) =2

e f(1)=2= lin%f(x),
zatem f(x) jest ciagla w zo = 1.

e Odp. Badana funkcja nie ma punktéw nieciggtosei.



sinx

dla = <0,
x
=<0 dla = =0,
T
¢ dla >0
x

Na kazdym z przedzialow (—o0,0) i (0,00) funkcja f(z) jest zadana pewna funkcja ele-
mentarna, wiec jest ciagta na kazdym z tych przedziatow. Moze zatem mieé nieciggtosé
jedynie w punkcie xy = 0.

f(0)=0
sin @
g f() = g == =1
v
lim f(z)= lim ¢ =1

z—0+ z—0+ T
F0)=0#1= lim f(x) = lim f(z),
zatem f(z) ma w xy = 0 nieciagtos¢ I rodzaju typu ,luka”

Odp. Badana funkcja ma jeden punkt nieciaglosci (zo = 0). Jest to nieciagtosé I rodzaju
typu ,luka”.

1
- dla x #0,

0 dla =20
Na kazdym z przedzialow (—o0,0) i (0,00) funkcja f(z) jest zadana pewna funkcja ele-

mentarna, wiec jest ciagta na kazdym z tych przedziatow. Moze zatem mieé nieciaggtosé
jedynie w punkcie xy = 0.

f(0)=0
1 1 1
lim f(x)= lim - = — = = =1
r—0— r—0— 1 + ex 1 + eo— 1 + e—°° ]_ + 0
1 1 1 1
lim f(z) = lim - = — = = =
z—0+ z=0+ ] 4ex  14eor l1+e* 1+00

Jim f(z) =07 1= lim f(x),
zatem f(z) ma w xy = 0 nieciagtos¢ I rodzaju typu ,skok”

Odp. Badana funkcja ma jeden punkt nieciaglosci (zo = 0). Jest to nieciagtosé I rodzaju
typu ,skok”.

1
1—cos— dla z <0,
x

1
Vesin— dla x>0
x

Na kazdym z przedzialow (—o0,0) i (0,00) funkcja f(z) jest zadana pewnsg funkcja ele-
mentarna, wiec jest ciagta na kazdym z tych przedziatow. Moze zatem mieé nieciggtosé
jedynie w punkcie xy = 0.

1
lim f(z) = lim 1 — cos — nie istnieje, bo
rz—0— rz—0— x
/ ]— / 1
dla z, = ——— — 0— (bo z,, < 0) mamy 1 — cos (,) =1—cos(2nm) =0 — 0,
2nm Ly



1
5+ 2nm

1
mamyl—cos(”>:1—cos(g+2n7r):1—>17é0.

n

natomiast dla z, = — — 0— (bo z, < 0)

Zatem f(x) ma w zo = 0 nieciaglosé II rodzaju

1. Odp. Badana funkcja ma jeden punkt nieciggtosci (xg = 0). Jest to nieciagtosé II rodzaju.

Przyktad [3.4]:

Korzystajac z twierdzenia Darboux uzasadnij, ze rownanie In z = 2 — 2 ma jednoznaczne rozwigzanie
w przedziale (1,2). Wyznacz to rozwiazanie z doktadnoscia 0.125.

o f(z)=Inx+ x — 2 jest ciagla na [1, 2] jako funkcja elementarna
e f(x) jest rosnaca na [1,2], bo Inz i x sa rosnace
o f(1)-f(2)=(0+1-2)-(In2+2—2)=—1In2<0

e Zatem z tw. Darboux o miejscach zerowych istnieje doktadnie jeden punkt
zo € (1,2) taki, ze f(zo) = 0, czyli rownanie Inz = 2 — z ma jednoznaczne rozwiazanie w
przedziale (1,2).

e Wyznaczymy punkt xy w przyblizeniu z doktadnoscia 0.125.

2+1
19 f(1) =<0, f(2) > 0, wiec zg = —; =15+0.5

2+ 1.
+ 15 =1.75£0.25

20 f(1.5) =In(1.5) + 1.5 — 2~ 0.4 — 0.5 < 0, wiec xg € (1.5,2) i 1y =

30 £(1.75) = In(1.75) + 1.75 — 2 ~ 0.56 — 0.25 > 0, wiec zo € (1.5,1.75)

1.75+ 1.5
_ 1.625 4+ 0.125 - doktadnosé, jaka sobie ustaliliémy

1 X
2



