Pochodna funkcji. Styczna

Przyktad [4.1]

Korzystajac z definicji wyznacz pochodna funkcji f(x) = 2? (z € R).

e Wezmy dowolne ustalone z € R. Wtedy
_ 2 _ 2
lim flz+ Az) — f(x) — lim (x + Ax)* —x — lim (2x + Ax)Ax
Ax—0 A:L‘ Az—0 Ax Ax—0 A,CL'

e Stad f'(x) = (2?)" = 2z dla dowolnego = € R

Przyktady :

Korzystajac z definicji zbadaj, czy istnieje pochodna wtasciwa lub niewtasciwa podanej funkcji we
wskazanym punkcie

= lim (2z + Az) = 2z
Az—0

(a) f(z) = |z — 3] w punkcie zy = 3.
fB+Ax) - f(3) lim 34+Az -3/ -0 lim |Az|

¢ A}clg%wr Ax  Az—0+ Ax A=+ Az 1
. fB+Ax)—f(3) . [B+Ax-3[-0 . |Az|
¢ Aalcl—%— Az o Aalcli%— Az o Aalcl—%— Ax -1

Zatem istnieja pochodne lewostronna i prawostronna w punkcie xy = 3,
ale f1(3) =1# —1 = f_(3), wigc pochodna funkeji f(z) w punkcie zy = 3 nie istnieje.

(b) f(z) = v/x — 1 w punkcie zg = 1
e f(x) jest ciaglta w xp = 1 jako funkcja elementarna

f(1+ Az) — f(1) i Vi+Az—1-0 1 1

e lim =1 = lim

Az—0 Ax Az—0 Ax Ar=0+ 3/(Ag)2 O

Zatem istnieje pochodna niewtasciwa f'(1) = oo

(¢) f(z) =sgn(x —2) w punkcie zo = 2

e f(z) nie jest ciagta w xy = 2, bo 1ir§1+f(x) =1#-1= li%l_f(l’)

Zatem nie istnieje pochodna niewtasciwa (ani wlasciwa) funkeji f(x) w punkcie xy = 2,

mimo ze
. f2+Azx) — f(2) L sgn(Ax) L 1
* Alslcrilo Ax N AI;IEO N AerO |Az| - a -



Przyktady :

Korzystajac z regut rézniczkowania oblicz pochodne podanych funkcji

(a) f(:p):x4+3x2—i+\/5,x>0

° fl(x) = (564)/ + 3(x2>' — (q;—l)' + (x1/2)’ — 423 +3.20 — (_1)1,—2 + ;xl/z _

1 1
:4x3+6x+7+7 x>0
T

2/’
(b) f(x) =sinz-shz, z € R
e f'(z) = (sinz) -shx +sinz - (shz) = cosz - shx +sinz - chr, z € R

e® 4+ cosx

(c) f(if):waféR
;o (e"+cosm) - (e"+4) — (e® +cosx) - (€T +4)
o f(l’)— (ex_|_4)2 o
_ (e® —sinxz) - (e" +4) — (" +cosx)- (" +0)
B (e +4)? B
:ex(él—sinx—cosx)—llsinx T ER

(€7 +4)? ’

(d) f(x) =sin*z, 2 €R

e zloZenie z, sinz, (...)?

e f(r)=2sinz-cosz, r € R
(d) f(x) =sin(2?), z € R

e zlozenie z, 22, sin(...),

o f'(x)=cos(x?)-(2r), z €R
(e) f(z)=eoVZ 2>0

e zlozenie z, \/z, cos(...), et

o f(x)=eVT. (—sin /1) - (;x1/2>, x>0

(f) f(x) —*,xeﬂ%

~ cos(sinx)

1 -1
=)

e f'(x) = (—1)(cos(sinz))"?- (—sin(sinz)) - cosz, v € R

e zlozenie x, sinz, cos(...)



(2) flz)=tg(z+2°), x4+2°# 5 +km, k=0,£1,42,...

e zlozenie z + 2°, tg(...)
/ 1 ’
o f(@) = a0

 cos?(x + 29)

(h) f(z) = B2 +1)3 z€R

— (1452 . W.
cos?(x + x°) (14527, @ j.w

e zlozenie 327 +1, (...)3

o f(r)=3Bx2+1)2- (322 +1) =332 +1)?- (62 +0) = 18z(322+ 1)%, z € R

() f(z) = (‘”2‘1)4, v R

x2 41
r?—1
lozenie ——, (...)*
ozozenlex2+1,( )

Lo (2= =1 (=1 (2= 1) (@) — (=) (2
+ r0=4(553) () - G o e )-
(1Y (22 41) = (a2 —1) - 22 _ 16x(a® — 1)
_4<m2—|—1> ( (x24+1)2 > (x2+1)>

zeR

j =——2< _ V542 =0,£1,£2,...
(J) f(x) 1+COS($2)7$7£ 2 + kﬂ—? k Oa ) )

/ (sin 913)/ (1 + cos(x?)) — <sin i) - (1 + cos(x?))'
o flz)= (1 + cos(z2))? -

_ (=2 2cos(z™1)) - (1 + cos(z?)) — (sin(z™!)) - (—2zsin(z?)) i
(1 + cos(x2))? R

Obliczenia pomocnicze:

1 /
. <sin ) = cos(z™) - (=1)z 72,
T
bo to zlozenie — = 27!, sin(...)

o (14 cos(2?)) =0+ (cos(2?)) = (—sin(2?)) - (22),
bo to zlozenie 22, cos(...)



(k) f(z)=1In (mg —i—tgx), v € Dy

e zlozenie lng +tgx, In(...)
1

, 1 1
.f(x):.(z.
lng—l—tgﬂc : 3 cos? x

(1) fla)=esv 2 >0

e zlozenie {/z, arctg(...), et
! arctg /= 1 1 —3/4
of(:l:‘):e tg\r‘w'zw /,l'>0
(m) f(x)=cos*z-cos(vz), z € R
o f'(z) = (cos'z) -cos(5x) + cos’ x - (cos(5z)) =
= 4cos® z(—sinz) - cos(5x) + cos* z - (—sin(5z) - 5), r € R
Obliczenia pomocnicze:

o (cos*z) =4cos’x- (—sinx),
bo to zlozenie cosz, (...)*

e (cos(5r)) = (—sin(5z)) - 5,

bo to ztozenie 5z, cos(...)
(n) f(x) =22 reR

e zlozenie zsinx, 2(+)
o f(r)=2"""In2. (rsing) =2""*In2. (sinx +xcosz), z € R
Obliczenia pomocnicze:
o (zsinz) = (z) sinz + z(sinz) =1 -sinxz + zcosx
(o) f(z)=a"% x>0
o a(z)!®) = @) na)

Y

zatem f(z) = esineine

e zlozenie sinzlnx, et

e fi(z) =€ (singlnx) = eM*Me . (coszlnz + Lsinz), z >0
Obliczenia pomocnicze:

e (sinzlnz) = (sinz) Inz +sinz(lnz) = coszlnz +sinz- L

(p) flz)=2"", 2 >0

o f(z)= e Ine

e zlozenie z%Inx, )

o fl(x)=e""7. (22lnz) = e 7. z(2Inz + 1), 2 > 0
Obliczenia pomocnicze:

e (z’Inz) = (2*) nz +2*(Inz) =2zlnz+2? L =22z +1)



(@) f(x)=log,7,2>0,z#1

o f(x)= E; =In7(lnz)™!

e zlozenie Inz, In7(...)7 !

/ 1
e f(z)=—In7(lnz)2-—, z>0,z#1
x
Przyktad [4.3:
Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkeji odwrotnej oblicz (f71)'(2) dla f(z) = e® + €52,
i f(0>:27330:0790:2
e f(z) jest ciagla i rosnaca na R (wystarczy na otoczeniu xy = 0)

o f(x)=e"+5 f(0)=1+5=6#0

Zatem z tw. o pochodnej funkcji odwrotnej (1) (2)

Przyklad (4.5

!/ " "

Oblicz f (z), f (x), f (z) dla podanej funkcji f(x).

(a) f(x)=zlnx
f(z) :lnx—l—a:-i:lnxjtl
1

f(@) = (nz+1) =~

(@) = Que™) = 2¢" + 20 - 2we™ = 2¢7 (20 + 1)
(z) = (2% (222 + 1)) = 2(2ze™ (22% + 1) + €% - 4z) = 4xe™ (222 + 3)

Przyktad :

Napisz rownanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = eArete Ve
w punkcie (1, f(1)).

1 1
! _ garctge - = _-3/4
* fla)=e 1+ (vz)2 4"
/ 1 1 1
) f(]_) :eﬂ'/4, f(]_) 267"/4.5.Z — geﬂ'/‘l

Rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie (1, f(1)) ma postac¢
Loty — 1) = £ (1) — 1), eyl

1
Odp. Iy 1y — e™* = ge“/4(:v —1)



