Badanie przebiegu funkcji

Przyktady :
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(z).
x
@) @) =
L] Df == R
, 1+2?%) — 22 1— a2
o f(x)= ( ifl xz)mz T o ;2)2, przy czym mianownik (1 + 2?)? > 0 dla kazdego z

e f(x)>01—-a?>0e-l<z<1
flr)<0el-22<0ezr<—-1lubz>1

Wnhniosek: f(x) jest rosnaca na (—1,1), malejaca na (—oo, —1) i na (1, 00).

3

x
() 1) = -y
o Dy:lx|#1, czyli Dy = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, 00).
, 201 _ 42) — 43 . (_9 209 _ .2 2
of(:c):3x( v) -z x):x(3 x)dlaxEDf,przyczym_x—>O.

(1—a2)2 (1—a?)?
e f(7)>03-22>02€D; e —V3<r<V3, |z #1
fx)<0e3-22<0,x€Dfer<—/3lubx >3
Wnhiosek: f(z) jest rosnacana (—v/3, —1),na (—1,1) ina (1,/3), a jest malejaca na (—oo, —v/3)
i na (v/3,00).

(¢) f(z) = arctgr —Inx

e Ds:x >0, czyli Dy = (0,00).
o [(z)

- TP T qlase Dy,
1+a22 =z (14 22) at !
przy czym dla z € Dy mamy z(1+2?) > 0, natomiast —2?+z—1 < 0 (gdyz A = =3 < 0,
a przy =2 wspotezynnik jest ujemny.)
e Zatem f (v) < 0 dla kazdego = € Dy
Whniosek: f(x) jest malejaca na Dy = (0, 00).

(d) flz) ==a"
o f(z)=cvlne
e Ds:x >0, czyli Dy = (0,00).
o fl(x)=e"""(Inz+1)dlazec Dy, przy czym e*'*® > ().

o f(r)>0&na+1>0,r€Dfea>e!
f(z)<0&hz+1<0,r€Dfe0<a<e

-1

Whiosek: f(x) jest rosnaca na (e~!, 00), malejaca na (0,e™1).



Przyktady :

Znajdz ekstrema podanej funkeji f(x).
x
(@) @) = s
® Df =R
(1+a%)—z-20 1—2a°

'f( ) (14_332)2 _(1_|_332)2’
przy czym mianownik (1 + 2?)? > 0 dla kazdego

e fx)>0e1-1?>0e-1l<z<1
fr)<0el-22<0er<—-1lubx >1

o f(x) jest ciagta w zg = —1iw 29 =1 (albo f(—1) =0, f (1) =0)

e Zatem f(x) ma w xy = —1 minimum lokalne wlasciwe, a w 27 = 1 ma maksimum lokalne
wlasciwe.
Wnhniosek: f(z) ma dwa ekstrema lokalne: minimum lokalne wlasciwe w xy = —1 oraz maksi-

mum lokalne wtasciwe w xg =1 .

Inz

(b) fz) = —

T

) Dfil'>0
x—lnx 1—Inz

i f (z) = 3 5 T > 0
T T
przy czym mianownik 2% > 0 dla kazdego = € Dy

e f(z)>0&1-lnr>0zeD;e0<a<e
f(z)<0&1l-lnr<0,z€Dfex>e

o f(x) jest ciagta w o = e (albo f'(e) = 0)

e Zatem f(x) ma w x¢ = e maksimum lokalne wlasciwe

Wnhniosek: f(x) ma jedno ekstremum lokalne: maksimum lokalne wlasciwe w xy = e.

(¢) flz) =x(x—4)°
[ Df =R
o fl(@)=(x—4P+z-3(x—4)?=4(z—1)(z — 4)
e f(r)=0&2z=1lubz=4
Zatem f(x) moze mie¢ ekstrema tylko w punktach 2y =11 zy =4
o f(x)=4(x —4)?+4(x—1)-2(x —4) =12(z — 2)(z — 4)
o f(x1)=f"(1)=12-(=1)(=3) =36 > 0, n = 2 jest parzyste,

zatem f(z) ma w x; = 1 minimum lokalne wtasciwe

o () = () =
[ () = 12((z — 4) +(z —2)) = 24(x - 3),
" (x2) = f"(4) = 24 # 0, n = 3 jest nieparzyste,
zatem f(z) nie ma ekstremum w xo = 4

Whiosek: f(x) ma jedno ekstremum lokalne: minimum lokalne wlasciwe w z; = 1.



(d) fz) = la] +=

[ J Df:]R

0 dla z<0
.f(x)_{Qx dla z>0

0 dla z<0
o f'(z) ={ nicistnieje dla z =0,

2 dla z>0

e f(x)=0=2<0
Zatem f(x) moze mie¢ ekstrema jedynie w punktach xy < 0

e Dla 2y < 0 mamy dla dos¢ matego § > 0 A fx) =02 0= f(x),
z€(xo—9,x0+9)
czyli f(z) ma w zo minimum lokalne

e Dla zp = 0 mamy dla dowolnego 6 >0 A  f(x) =02> 0= f(0) oraz

—6<x<0
A flz)=22>0=f(0)
0<x<d
Zatem \/ A f(z) > f(0), czyli f(x) ma w zy = 0 minimum lokalne
>0 ze(—4,0)

Wniosek: f(x) ma minimum lokalne w kazdym punkcie 2y < 0
(nie sa to minima lokalne wlasciwe)

Przyktad [6.3 ]

Znajdz wartosci najmniejsza i najwicksza funkcji f(z) = x3|x + 2| na przedziale [—4,1].

—3(x+2) dla x< -2

¢ f(x):{ (r+2) da z>-2" [a, 8] = [~4, 1]

=323 (r+2) — 23 = -22(2x +3) dla —4<z< -2

° f’(x) — ? da 7 — 9
222 (2x + 3) dla —2<2x<1
f'(x) moze nie istnie¢ w x = —2

f(r)=0% 22220 +3) =0 2 =01Iub 2 =—3/2, punkty —3/2,0 € [—4,1]

ea=—-4b=1,¢=0,c0=-3/2,dy =-2

f(=4) = —128, f(1) =3, f(0) =0, f(=3/2) = =27/16, f(-2) =0
o m = min(—128,3,0, —27/16) = —128,

M = max(—128,3,0, —27/16) = 3

Odp. Wartos¢ najmniejsza funkcji f(z) = z3|z + 2| na przedziale [—4, 1] to m = —128, wartos¢
najwieksza to M = 3.



Przyktad :

Wyznacz przedzialy wypuktosci i wklestosci funkeji f(z) = /1 — 23 oraz znajdz punkty przegiecia
wykresu tej funkcji.

.Df:R

o @)= 30— )0 ()
F(@) = “20(1 =) - a2

=—22(1 -2 2B dlax # 1,
(=2/3)(1 — 23)753 . (=322) = 22(1 —2®) B dlaz # 1

1—a3 < 1—23>0
ffr)<0es0<a<1
Zatem f(x) jest $cisle wypukta na (—o0,0) i na (1, 00), $cisle wklesta na (0, 1).

.f”(x)>o<:>{x>0 . albo{x<0 sz >1alboz <0

e f'(0) istnieje, wiec punkt (0, £(0)) = (0,1) jest punktem przegiecia wykresu f(x)

- B C fieAn)—fO) . 1-(+hap-0
o f(x) jest ciagta w xg = 1 oraz Alu}crilﬂ A = Alggo AL =
_ Y-ArB+3Ar+ (A2)2) [ —(3+3Az+(Ax)?) /3
= lim = lim ={/—=—00
Az—0 Azx Az—0 (Ax)? 0+

Zatem istnieje pochodna niewtasciwa f (1), a stad punkt (1, f(1)) = (1,0) jest punktem prze-
giecia wykresu f(z)

Odp: f(z) jest Scisle wypukta na (—o00,0) i na (1, 00), $cisle wklesta na (0,1). Wykres f(z) ma dwa
punkty przegiecia (0,1) i (1,0).

Przyktad (6.5

Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = \I;f i naszkicuj jej wykres.
x
1. Ustalenie dziedziny funkcji.
D FrxT > 0

2. Wskazanie podstawowych wlasnosci funkeji (takich jak ciaglosé, miejsca zerowe, parzystoscé,
nieparzystos¢, okresowosé)

e f(x) jest ciagta na Dy jako funkcja elementarna

e fz) =0 her=0c2=1
Zatem f(x) ma jedno miejsce zerowe zo = 0

3. Obliczenie granic lub wartosci funkcji na "krancach” dziedziny, znalezienie asymptot pionowych
i ukosnych.

e f moze mie¢ jedynie asymptote pionowa prawostronng w zy = 0 oraz asymptote uko$na

W 00
Inxr —o0
1 —_— =
* lmf() x_ﬁ\/} 0+
Zatem prosta [ : = 0 jest asymptota pionowa prawostronng funkeji f(x)

1 1
e lim f(x)= lim —* — [OO} 4 lim 4 = hm—*O

Zatem prosta [ : y = 0 jest asymptota pozioma f(z ) W 00

= —00-00 = —0Q

0,9)



4. Ustalenie przedziatéw monotonicznosci funkcji, wyznaczenie ekstremow.

/ 7%\/_ Inz - Q\f 2—Inz
Of(l’)— (ﬁ)g —QZE\/E?

przy czym mianownik 2z/z > 0 dla kazdego = € Dy

.f( )>0&2—lnz>0,z€D; <0<z <é?
fx)<0ez>e

o f(x) jest ciagta w zg = €?
e zatem f(z) jest rosn@ca na (0, malejaca na (€2, 00), ma w xo = €* & 7,39 maksimum
2

lokalne wlasciwe, f(e?) =

5. Ustalenie przedziatlow wklestosci i wypuktosei funkeji, wyznaczenie punktéw przegiecia wykresu

funkcji.

1 —i~x\/_—(2—lnx)-%\/5 3lnz —8
AN eV T
jest >0
e () >0 3lnr—8>0,v€ Dy & x> 3
ff(x)<0e0<r <e’?
f'(e%/3) istnieje.
Zatem f(z) jest $cisle wypukta na (%3, 00), $cisle wklesta na (0, ¢%/3), a punkt (e3/3, f(e%/3)) =
(e%/3,8e4/3/3) jest punktem przegiccia wykresu f(z)
%3 ~ 14,39, f(e¥3) = 0,7, f(e%3) = —1/(3e*) ~ —0, 006

dla x € Dy, przy czym mianownik

6. Sporzadzenie wykresu funkcji.

1 T T T T
//r-”’"’_f T max pp.
0 1 i
/‘4’1 e 2 eBB asymptota
/ w niesk.
-1+ [ Iy=0 B
|
|
_2 _‘\ -
|
-3 ,,‘ -
|
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2 ,
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Przyktady :

(a) Uzasadnij, ze sin(arccosz) = v/1 — 22 dla kazdego = € (—1,1).
Uzasadnienie:
e f(z)=sin(arccosz), g(z) =v1—a% I =(-1,1),20=0€ 1
o f(zg) = f(0) =sin(r/2) =1 = g(0) = g(xo)

o f(z)= cos(?rc cos ) - (&) =z (ﬁ) dlaz €l

’ —T
- ca)=——" _dlazel
9@ == W)= = Qe

Zatem f'(z) = ¢ (z) dla kazdego z € I

Whiosek: f(z) = g(x) dla kazdego = € I. o

(b) Uzasadnij, ze arcsinz + arccosx = g dla kazdego = € [—1,1].

Uzasadnienie:
e f(x)=arcsinz + arccosz, g(x) = g, I=(-1,1),zy=0€1
o f(wo) = f(0) =0+ 7/2=m/2=g(0) = g(xo)
/ 1 —1
= +

* fla) V1—122 1 —2a?

g)=0dazel

Zatem f'(z) = ¢ (z) dla kazdego = € I
e Wynika stad, ze f(z) = g(z) dla kazdego = € I.
o f(1)=m/2+0=yg(1), f(=1) = —7/2+ 7 = g(-1)

Whiosek: f(z) = g(z) dla kazdego x € [—1,1]. o

=0dlax el




