Calki oznaczone.

Przyktad :

Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz faktu, ze funkcja ciagla jest catkowalna,
0

oblicz / e’dzr przyjmujac podzial réwnomierny.
1

e Skorzystamy z faktu:

Jezeli f(x) jest catkowalna na [a,b], to

[ f@yde = Jim b‘aif<a+m>'

e Funkcja f(x) = e” jest ciagla na odcinku [—1, 0], zatem jest na tym odcinku catkowalna.
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Przyktady :

Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza oblicz podane calki oznaczone.
0
(a) / e“dx
21

e Funkcja f(z) = e” jest ciagta na odcinku [—1,0] oraz e® = (e*)’
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e Funkcja f(z) = o jest ciagta na odcinku [0, 1] oraz a1 (arctgr)
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Przyktad [9.3]:

Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz faktu, ze funkcja ciagla jest catkowalna,
124224+ ... +n% 1

e Funkcja f(x)

dnij, 7e i _1
uzasadnij, Ze lim 3 3
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e Zauwazmy, ze lim + +3 tn :limz<0+> = lim aZf a—i—u
dla f(z)=2%* a=0ib=1.
e Poniewaz f(x) = 2? jest ciggla na [0, 1], granica ta jest rowna calce:
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Przyktady [9.4]
Metoda catkowania przez czesci oblicz podane catki oznaczone:
(a) /xsin xrdx
0
I f=2 ¢ =sinz 7
° /xsmxdx =" . = (—xcosx‘ +/cosa:d:1::
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(b) /1€mSiIl(7Tl’>dl’
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e Zatem (1+ Wz)/e‘” sin(rx)dr = —m(—e — 1).
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Przyktady :

Oblicz podane calki oznaczone stosujac odpowiednie podstawienia:

y=x
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Przyktady :

Wykorzystujac wtasnosci catek z funkeji parzystych, nieparzystych, okresowych uzasadnij podane
réwnosci:
1
(a) /e‘”2 sinzdr =0

-1

o Rownos¢ wynika z tego, ze funkeja f(z) = e*” sin z jest nieparzysta (f(—z) = e~ sin(—z)
= —e” sinz = —f(x)), a przedzial calkowania [—1,1] jest symetryczny wzgledem 0.
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(b) /95Sm3 xrdr = 2/xsin3 xdx
=3 0

e Rownosé wynika z tego, ze funkcja f(z) = xsin® z jest parzysta (f(—z) = —zsin®(—z) =

= —z(—sinz)® = f(z)), a przedzial calkowania [—3, 3] jest symetryczny wzgledem 0.



o sin® z
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o Funkcja f(z) = 7~ ——

jest okresowa o okresie T' = 2.
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Zatem 7f(x)dx = / f(x)dx + 7f(9c)dx + 7f(x)da: =3 / f(z)dx
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e f(x) jest takze nieparzysta (f(—x) = 1jinco(s(f)$) = (1 —I—SICHO?QJ = —f(x)), a przedzial

catkowania [—m, 7] jest symetryczny wzgledem 0, wiec / f(x)dx = 0.
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Przyktady :

Oblicz podane calki oznaczone:

a) /g(x)dm, gdzie g(z) = { dla = ¢ Z — {0}

dla ze€Z—-{0} °

8= 8

e g(x) ma  Juki” w punktach -2, 2, 3, ...,10.
Domykajac te luki otrzymujemy f(z) = x, przy czym zbior {x € [-2,10] : f(x) # g(x)}
jest skonczony
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Zatem/g da:—/f da:—_/2xd:c—2‘ 7—5248

e Funkcja ma ,skoki” w punktach 1 i 2, dlatego dzielimy przedzial catkowania w tych miej-

scach.
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To =2 to miejsce zmiany wzoru, wch tu dzielimy przedziat calkowania
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Przyktady :

(a) Oblicz pole obszaru D ograniczonego krzywymi y = 2?> — 6z +7iy =3 — .

e Szukamy punktéw wspolnych podanych krzywych:

> —6x+7 = 3—=x
22 —=br+4 = 0
A=25—-16 = 9
5—3
xlzT =1
x2—5;3 =4

e Szkicujemy rysunek:
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o Zatema=1,b=4, g(x) =3 —x,d(x) =22 — 62+ 7
Obszar D = {(z,y): 1<z <4,2° -6z +7<y<3—z}
Obliczamy pole obszaru D:

b
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e Odp. |[D| =45>0



(b) Oblicz pole obszaru D ograniczonego krzywymi z = 2 — y? i z = y*.

e Szukamy punktéow wspolnych podanych krzywych:

2—y* = o
W) +y' -2 = 0
t:y2
t?4+t—2 =
A=1+8 =
tlz_lz“3 = —2<0

—1+3
th=— =1
V=t = 1
n = —1
Yy = 1

e Szkicujemy rysunek:
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Iy)=y*
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e Zatema=—1,b=1, l(y) = y*, p(y) = 2 — ¢?
Obszar D = {(z,y): =1 <y < 1,94 2
Obliczamy pole obszaru D:

funkcja parzysta, ]

1
|D| = /(p(y) —l(y)) dy = /((2 - 92) — y4) dy = [przedzial catkowania
e symetryczny wzgledem 0
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Przyktad :

Oblicz dtugos¢ krzywej I' : y = chx, 0 <z < 1.

e a=0,b=1, f(x) = chz, f(z) = shx - ciagta na [0, 1].

e Dlugos¢ krzywej I' wynosi:

b 1 1
| :/ 1+(f/(a:))2da::/\/1+sh2x dx:/chxda::shx
a 0 0

(Skorzystalismy z faktu, ze ch®’z — sh®z = 1 oraz chz > 0 dla kazdego z.)
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Przyktady [9.10]

(a) Oblicz objetos¢ bryty Vi powstalej przez obrot figury D:0 <z < 1,0<y

N

S

o
&

Y, y=x"2e™

wokot osi Oz. o/ \-/\_h

e a=0,b=1, f(z) = /re ™ jest nieujemna i ciggla na [0, 1].

e Zatem objetos¢ bryty Vi réwna jest:
1 1 f=2 g =e

V4| =7T/bf2(x)dx:W/(\/Ee_m)zdxzﬁ/xe_%dx:

o
o




(b) Oblicz objetosé brylty Vs, powstalej przez obrot figury D: 0 < x < 2,0 <y < v2r — 22

wokot osi Oy.

e a=0,b=2, f(r) = v2x —2? = /(2 — z)x jest nieujemna i ciagta na [0, 2].

e Zatem objetosé¢ bryty V5 réwna jest:

b 2
Vol = 27 [ () do = 2 [2v/2E — 27 do = l S ] .

s z\/2:27332:(‘%71)\/17(x71)2+\/17(:v*1)2
y=x—1

:277(2(56—1) 1—(z—1)2dz + me): dg:dw -
it HE
:2%(/y\/1—y2dy+/Mdy):27r(0+;r>:7r2

Obliczenia pomocnicze:
1

/ yy/1—y?dy = 0, gdyz calkujemy funkcje nieparzysta po przedziale symetrycznym
21
wzgledem 0.

1
1

/ V1—y2dy = 5T 12 = g, gdyz wykresem funkeji f(y) = /1 — y? jest potokrag o pro-

41

mieniu 1 i $rodku (0,0), a caltka to pole pod wykresem, czyli pole potkota o promieniu 1.
e Odp. |Vo|=7*>>0



Przyktady :

(a) Oblicz pole powierzchni X1 powstaltej przez obrot krzywej I': 1 < x <2,y =

wokot osi Oz. P

Ca=Lb=2 J@) = VA F0) = 5

e Zatem pole powierzchni >, réwne jest:

jest ciagta na [1,2].

y=4x+1
b 2 2

/ 1 dy = 4d
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e Odp. || = %(27— 5V5) > 0
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(b) Oblicz pole powierzchni ¥y powstatej przez obrot krzywej I': 1 <z <3,y =2x — 1

>

x
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wokot osi Oy. \ :
L

ea=1,0=3 f(x) =2z —1, f(x) =2 jest ciagta na [1,3].

e Zatem pole powierzchni 5 réwne jest:
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