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Zadanie nr 10 z listy 1.
Wyznaczyć środek masy krzywej płaskiej α z funkcją gęstości masy σ ≡ 1,
gdzie α : y =

√
x
(

1− x

3

)
, 1 ≤ x ≤ 3.

Rozwiązanie:
Wykorzystamy następujące wzory:
Przy założeniu, że f ′(x) i σ(x) są ciągłe na [a, b],

masa krzywej α : y = f(x) o gęstości masy σ(x) wynosi M =
b∫

a

σ(x)
√

1 + (f ′)2 (x) dx (1)

moment statyczny krzywej α względem 0x to Mx =
b∫

a

σ(x) f(x)
√

1 + (f ′)2 (x) dx (2)

moment statyczny krzywej α względem 0y to My =
b∫

a

σ(x)x
√

1 + (f ′)2 (x) dx (3)

współrzędne środka masy S = (xs, ys) krzywej α to xs = My

M
, ys = Mx

M
(4)

W przypadku badanej krzywej mamy:

� a = 1, b = 3,

� σ ≡ 1 - ciągła na [1, 3],

� funkcja f(x) =
√
x
(
1− x

3

)
� pochodna funkcji f(x):

f ′(x) =
(√

x
(

1− x

3

))′
=
(√

x
(3− x

3

))′
= 1

2
√
x

(3− x
3

)
+
(
−1

3

)√
x =

= 3− x
6
√
x
−
√
x

3 = 9− 3x− 6x
18
√
x

= 9(1− x)
18
√
x

= 1− x
2
√
x

istnieje i jest ciągła na [1, 3],

Ponadto dla x ∈ [1, 3]

√
1 + (f ′)2 (x) =

√√√√1 +
(

1− x
2
√
x

)2

=
√

4x+ 1− 2x+ x2

4x =
√

(x+ 1)2

4x = x+ 1
2
√
x

,

co wykorzystamy w dalszych rachunkach.
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Wyznaczamy masę krzywej α na podstawie wzoru (1):

M =
3∫

1

1 · 1 + x

2
√
x

dx =
3∫

1

1
2
√
x

dx+ 1
2

3∫
1

√
x dx = 1

2 ·
2
3
√
x3
∣∣∣3
1

+
√
x
∣∣∣3
1

= 2
√

3− 1− 1
3 =

= 2
(√

3− 2
3

)

Wyznaczamy moment statyczny krzywej α względem 0x na podstawie wzoru (2):

Mx =
3∫

0

1 ·
(√

x
(

1− x

3

))
· 1 + x

2
√
x

dx = 1
2

3∫
1

(
1− x

3

)
· (1 + x) dx = 1

2

3∫
1

(
1 + 2

3 x−
1
3 x

2
)

dx =

= 1
2

(
3− 1 + 362

6 3 −
1
3 −

363

6 9 + 1
9

)
= 1

2

(
2− (3− 1)

9

)
= 1

2 ·
16
9 = 8

9

Wyznaczamy moment statyczny krzywej α względem 0y na podstawie wzoru (3):

My =
3∫

1

1 · x · x+ 1
2
√
x

dx = 1
2

 3∫
1

x
3
2 dx +

3∫
1

x
1
2 dx

 = 1
6 2

(
6 2
5 x

5
2
∣∣∣3
1

+ 6 23 x
3
2
∣∣∣3
1

)
=

= 1
5
(
32 ·
√

3− 1
)

+ 1
3
(
3
√

3− 1
)

= 9 + 5
5
√

3− 6
5 = 2

5
(
7
√

3− 3
)

Ze wzoru (4) otrzymujemy:

xs = My

M
=

2
5

(
7
√

3− 3
)

2
(√

3− 2
3

) =

(
7
√

3− 3
) (√

3 + 2
3

)
5
(
3− 4

9

) =
19 + 5

3

√
3

115
9

=
9
(
19 + 5

3

√
3
)

115 ≈ 1.71

ys = Mx

M
=

4
68
9

6 2
(√

3− 2
3

) =
4
(√

3− 2
3

)
9
(
3− 4

9

) =
4
√

3 + 8
3

23 ≈ 0.42

S

31 2

1

0x

0y

Rysunek 1: Czerwona linia ciągła - krzywa płaska α : y =
√
x
(
1− x

3

)
, gdy 1 ≤ x ≤ 3.

S - środek masy tej krzywej dla gęstości masy σ ≡ 1.

Odp.: Szukany środek masy to punkt S = (xs, ys) =
9

(
19 + 5

3

√
3
)

115 ,
4
√

3 + 8
3

23

.
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