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Zadanie nr 2 z listy 3.

Sprawdzi¢ zbieznos¢ jednostajna podanych ciagéow funkeyjnych na wskazanych zbiorach

(3) fule) = ——, R, [~a,al,a>0; () fulz) = na™(1 — ), [0,1], [0,1), [0,a],0 < a < 1.

Rozwigzanie:

Twierdzenie 1. Niech (f,) bedzie ciggiem funkcyjnym zbieinym (punktowo) do funkcji f na pewnym
zbiorze D. Zaléimy, ze Vypen M, (D) =sup | fn(x) — f(2)| < co0. Wowezas: f, = f < li_>m M, (D) = 0.
zeD D n—00

(a) e Wyznaczamy funkcje graniczna:

1
f(@) = lim f,(z) = nhjgon—f[lﬂ = lim - e 1 dla kazdego z € R.
e Zauwazmy, ze
n n n + z? x?
eRrR ‘f (];) f(x)| ‘n_'_xg n+ 2 n+ 2 n+ 2
e Dla D = [—a, a] mamy
y Y 22 a2
n 0< M, (|—a,al) = su n(x)— f(x)]= su < — < oo
v 0 My(aa) = s fu(@) = @)= sw o<t
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Ponadto lim — =0, wigc z twierdzenia o trzech ciggach M, (|—a,al) — 0,
n—oo n n—oo

co z Twierdzenia 1 implikuje, ze f, = f.
[_ava}
e Dla D = R mamy
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x? x?
A/ M,(R)y=sup — <1 A lim =1|=M,(R)y=sup —— =1.
N ( (R) me]g n+a2 =00 1 + 12 (R) J:EII; n + x?
Poniewaz otrzymalismy, ze M,, (R) =1 - 0, z Twierdzenia 1 wnioskujemy, ze ciag funkcyjny

fn nie jest zbiezny jednostajnie do f na R.
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Rysunek 1: Wykresy f,, (z) dla wybranych n oraz funkcji granicznej f (z).



(b) fulz) = na™(1 — ), 0,1, [0,1), [0,a], 0<a<1

e Wyznaczamy funkcje graniczng f (z) = lim f, (x) = Jim. na™(1 —x) dla x € [0,1].

Dlaz=0iz=1 f,(z)=0istad f(z)=

1
He L
= t]i)filo (l)t . m% 07
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v L1, wiee lim faf = lim —— = [
z€(0,1) mamy5> wige lim tz —tggow—[
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astad f(z) = lim na" (1 -2)=(1—-2) lim nz" =0 dlaz€(0,1).
Podsumowujac: f () =0 Vaep,1)-

e Zauwazmy, ze

Ven  Vacpn)  |fu (2) = [ (2)] = |na” (1 =) = 0] = na" (1 — ) = f ().
Zatem dla dowolnego D C [0, 1] mamy M, (D) = sup |f, (x) — f (z)| = supf, (z), przy czym
xeD zeD

» f.(z) to funkcja ciaglta i rézniczkowalna na [0, 1],

> f(z)=n*2""1—2)—naz" =na" ' (n—(n+1)a),

» i wiemy, ze na przedziale domknietym (zawartym w [0, 1]) funkcja ta moze osiagaé¢ swoje
kresy jedynie na koncach przedziatu i w miejscach, w ktérych pochodna sie zeruje.

e Dla D = [0, 1] szukamy miejsc, w ktérych pochodna sie zeruje:

| (z) = 0, z=0 (gdyn>2) V z=——0!
@) =02e01]er=0 (gyn22) vV z=—""

Aby wyznaczyé¢ M, ([0, 1]), wystarczy teraz obliczyé wartosci f,, na krancach przedziatu [0, 1]
n

oraz w punkcie x = g a nastepnie wybrac¢ najwieksza z nich.
n

Mamy f, (0) = fn (1) =0,

w{at) ) )= ) - ™

Otrzymujemy, ze M, ([0,1]) = ( - 7é 0.

n—)oo e

Ponadto widaé¢, ze M, ([0,1)) = M, ([0, 1]).

Zatem z Twierdzenia 1 wnioskujemy, ze ciag f, nie jest zbiezny jednostajnie ani na [0, 1], ani

na [0, 1).
e Rozpatrzmy teraz zbiér D = [0,a],0 < a < 1.
Punkt z = %5 > a dla dostatecznie duzych n (bo i — 1)

zatem dla dostatecznle duzych n f! () =0,z € [0,a] & z =0,
a w konsekwencji otrzymujemy M, ([0,a]) = f, (a) = na™ (1 — a) —= 0, boae (0, 1),

co z Twierdzenia 1 implikuje zbiezno$é¢ jednostajna ciagu funkcyjnego f,, do f na zbiorze [0, a.



