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Zadanie 2 z listy 3:

Sprawdzi¢ zbieznosé jednostajna podanych ciggéw funkeyjnych na wskazanych zbiorach:

(@) fola) = ——

Rozwigzanie:

R, [—a,a],a>0, (b) fu(x)=n2"(1—2x), [0,1], [0,1), [0,a],0<a<1.

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1:
Niech fn,,n € N, bedzie ciggiem funkcyjnym zbieznym do funkcji f na pewnym zbiorze D. Zatozmy
ponadto, ze Vpen sup | fn(x) — f(x)| < +00. Wowezas f, = f <= lim sup|f.(z) — f(z)| = 0.
zeD D n—=00 zeD
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(a) e Dla f,(r) = ———,n € N, wyznaczamy funkcj¢ graniczna:
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e Oznaczmy g,(z) = 5 Zauwazmy, ze sup |fu(x) — f(z)| = supg,(r) dla dowolnego
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zbioru D C R. Ponadto V,en sup |fn(z) — f(z)] < +o0, poniewaz g,(z) < 1 V,ep.
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(i) Wezmy D = R.
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Voen n € D, astad sup g,(z) > gn(n) =

W konsekwencji sup | f.(z) — f(x)| =supgn(z) - 0

zeR z€R n—00
—> f, nie jest zbiezny jednostajnie do f na R na mocy Tw. 1.

(ii) Teraz wezmy D = [—a,al, a > 0.
Funkcja g, jest ciagla na D, przedziale domknietym. Zatem osigga na tym przedziale supre-

mum, a ponadto wiadomo, ze moze je osiagna¢ jedynie na koricach przedzialu, w miejscach

zerowania si¢ pochodnej oraz w miejscach, gdzie pochodna nie istnieje.
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Wynika stad, ze V,, sup |fu(z) — f(z)|= sup gn(z) =
z€[—a,a] z€[—a,a)
— f, = f namocy Tw. 1.
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Zatem Ve f(z) = (1 —2) lim na" = 0.

n—oo

Podsumowujac: f(x) = 0 Vaep 1]
° vn v906[0,1} |fn(x) - f([)?)| = nxn<1 - :L‘) = fn(x)

(i) Wezmy D = [0, 1].
Funkcja f, jest ciagta na D, przedziale domknietym. Zatem osigga na tym przedziale supre-
mum, a ponadto wiadomo, ze moze je osiagna¢ jedynie na koricach przedzialu, w miejscach

zerowania sie pochodnej oraz w miejscach, gdzie pochodna nie istnieje.

Ve fo(z) =n?z" (1 —x) —na" =na™ '(n —zn — z) = na" H(n — z(n + 1)) istnieje.
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Wynika stad, ze sup |f,(x) — f(z)| = sup fu(z)=|1- — —#0
x€[0,1] x€[0,1] n+1 n—oo €

= f, nie jest zbiezny jednostajnie do f na [0, 1] na mocy Tw. 1.
(ii) Wezmy D = [0, 1].

Funkcja f,, osiaga supremum na D = [0,1) w tym samym punkcie x = )

wiec ciag f, nie jest zbiezny jednostajnie na [0, 1).

(iii) Teraz wezmy D = [0,a],0 < a < 1.

Poniewaz
n—oo
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dostatecznie duzych f)(z) =0,z € D <= 2 =0, f,(0) =0, f.(a) = na"(1 —a),

a w konsekwencji sup |f,(x) — f(z)| = sup fn.(z) =na"(1—a).
z€[0,a] z€[0,a]
Poniewaz 0 < a <1, na"(l1—a) — 0, astad sup |f.(z)— f(x)] — 0
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— 1, punkt x = T ¢ |[0,a] dla n dostatecznie duzych. Stad dla n

— f, = f na mocy Tw. 1.
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