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Zadanie nr 6 z listy 3.

Sprawdzi¢ zbieznosé jednostajna szeregéw funkcyjnych na podanych zbiorach
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Rozwigzanie:
Wykorzystamy:

Kryterium Weierstrassa.
Jesli istnieje szereg liczbowy Y. g, zbiezny i taki, ze N N |fu(z)] < g,
n=1 neNzeD

to szereg funkcyjny ioj fn(x) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D.
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Aby skorzystaé z kryterium Weierstrassa, szukamy takiego ciagu liczbowego (gy),
dla ktorego g, z gory ogranicza |f,(x)| dla dowolnego x € R oraz szereg > g, jest
n=1

zbiezny.

Zauwazmy, ze licznik sin nz wyrazéw badanego ciggu funkcyjnego moze przyjmowacé
tylko wartosci z przedzialu [—1,1], a mianownik 2% + n? jest zawsze wigkszy lub
réwny n? (bo 2% > 0). Zatem
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Ponadto szereg 3 g, = . —; jest zbiezny (bo p=2>1).
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Na podstawie kryterium Weierstrassa wnioskujemy stad, ze

o sinnx
szereg Y, ——— jest zbiezny jednostajnie na I = R.
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Zauwazmy, ze dla x = 1 badany szereg ma postac Z 3 i jest rozbiezny. Zatem
D =[-1,1] i D= R nie zawieraja si¢ w obszarze zbleznosm badanego szeregu

funkcyjnego, a stad w oczywisty sposob szereg ten nie moze by¢ zbiezny jedno-
stajnie na tych zbiorach.

e D=[—a,a], 0<a<1

Szukamy takiego ciagu liczbowego (g, ), dla ktérego g, z géry ogranicza |f,(z)|

dla dowolnego = € R oraz szereg 3 g, jest zbiezny.
n=1

Z postaci f,(z) wida¢, ze mianownik 1+ 2" zawsze jest wigkszy lub réwny 1.
Natomiast dla « € [—a, a] licznik z™ zawiera sie w przedziale [—a™, a"|. Zatem
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Ponadto szereg > g, = > a” jest zbiezny, bo 0 < a < 1.
n=1 n=1

Na podstawie kryterium Weierstrassa wnioskujemy stad, ze
n

szereg Z 112 — jest zbiezny jednostajnie na D = [—a, a].
n=1

e D=1[b0), b>1
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Zauwazmy, ze f,(z) = 1—?? = zzn : ( 1()332+ 1 _ < (x)
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Po przeksztatceniu mianownik funkcji f,
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czyli ) + 1, jest wigkszy od 1,
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bo () > 0 dlax > b > 1. Natomiast licznik (%) jest najwiekszy dla

22
najmniejszego x = b. Zatem
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Ponadto szereg > g, = > (b) jest zbiezny, bo 0 < 7 < 1.
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Na podstawie kryterium Weierstrassa wnioskujemy stad, ze
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— jest zbiezny jednostajnie na D = [b, 00).



