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Zadanie nr 8 z listy 3.

Wyznaczy¢ promieni i obszar zbieznosci szeregéw potegowych
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Rozwigzanie:
Wykorzystamy nastepujace twierdzenia:
Twierdzenie 1.
> 1
Rozwazamy szereg potegowy postaci Z cn(x — x0)". Niech R = X dla A = limsup {/|cy,/,
n—oo

n=ng

przy czym przyjmujemy R = 400, gdy A =0, oraz R =0, gdy A\ = +00. Wowczas:

o jezeli 0 < R < oo, to badany szereq potegowy jest zbiezny bezwzglednie na przedziale
(xo— R, xo+ R), a jest rozbiezny na (—oo, xg — R) U (zo + R, 00), natomiast w punktach
r =1x9+ R moze bycé zbieiny lub rozbiezny;

e jezeli R = oo, to badany szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie na R;

o jezeli R =0, to badany szereg potegowy jest zbiezny tylko w punkcie xq
(rozbiezny na R\ {x0}).

R nazywamy promieniem zbiezno$ci rozwazanego szeregu potegoweqgo.

Twierdzenie 2.

Promaen zbieznosci szeregu potegowego z Twierdzenia 1. wynosi R = lim | |

|cn|

oraz R = lim

1
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Ad (a) e Mamy tuxy=0, ¢, =

0 ile odpowiednia granica istnieje (wtasciwa lub niewtasciwa).
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e Obliczamy promien zbieznosci wykorzystujac Twierdzenie 2. Mamy:
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Ad (b)

e 7 Twierdzenia 1. rozwazany szereg jest zbiezny na (xg — R,z¢o+ R) = (—1,1)

i rozbiezny na (—oo,xg — R) U (29 + R, —00,) = (—o0, —1) U (1, 00).

Zbadamy teraz zbiezno$¢ szeregu w punktach r = —1ix = 1.
Dla x = —1 rozwazany szereg przyjmuje postac:
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oraz szereg E 5 Jjest zbiezny. Z kryterium poréwnawczego wynika zatem, ze

badany Szereg takze jest zbiezny.

Dla x = 1 rozwazany szereg potegowy przyjmuje postac:
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ny, badany szereg jest zbiezny bezwzglednie, czyli zbiezny.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze obszarem zbieznosci badanego szeregu potego-
wego jest przedziat [—1, 1].
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7 Twierdzenia 2. promien zbieznosci R jest réwny:

W tym przyktadzie xo =0, ¢, =

0 ! 2 142
R = lim [on] = lim " n :limn—nzg:

7 Twierdzenia 1. badany szereg jest zbiezny tylko w punkcie 0. Inaczej moéwiac,
obszarem zbieznosci badanego szeregu potegowego jest zbior jednoelementowy {0}.



Ad (c)

Ad (d)
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Obliczamy promien zbieznosci wykorzystujac Twierdzenie 2. Otrzymujemy:
1 . 5n 1

R = lim = lim 5-—=5.

Mamy tu xg = 2, ¢, =

Z Twierdzenia 2. rozwazany szereg jest zbiezny na (zo — R,xo + R) = (2 —5,2 +
5) = (—3,7) i rozbiezny na (—oo,zg — R) U (29 + R, —00, ) = (—00, —3) U (7, 00).

Zbadamy teraz zbiezno$¢ szeregu w punktach x = -3 ix =T7.
Podstawiajac w badanym szeregu potegowym x = —3 otrzymamy szereg liczbowy:
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Jest to szereg anharmoniczny, zbiezny z kryterium Leibniza.
Przyjmujac x = 7 otrzymamy szereg harmoniczny
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ktory jest rozbiezny.
7 powyzszych rozwazan wynika, ze obszarem zbieznosci badanego szeregu potego-
wego jest przedzial [—3,7).
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7 Twierdzenia 2. promien zbieznosci rowny jest:

Tutaj o =0, ¢, =

. eal _on+10 2n+2)! . (14+2)(2n+1)(2n+2)
R = lim = . = lim ” W = 00.
7 Twierdzenia 1. obszarem zbieznosci badanego szeregu jest R.



