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Wyznaczyć szereg Maclaurina funkcji f i określić jego obszar (przedział) zbieżności.

(a) f(x) = sinhx

(b) f(x) = 2x

(c) f(x) = cos 2x

(d) f(x) = cos2 x

(e) f(x) = ln
1 + x
1− x

Rozwiązanie:

(a) Sinus hiperboliczny zdefiniowany jest następująco:

sinhx =
ex − e−x

2
.

Wiemy, że rozwinięcie funkcji ex w szereg Maclaurina ma postać

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R. (1)

Stąd

e−x =
∞∑
n=0

(−x)n

n!
, −x ∈ R⇔ x ∈ R

i otrzymujemy dla dowolnego x ∈ R

sinhx =
1
2

( ∞∑
n=0

xn

n!
−
∞∑
n=0

(−x)n

n!

)
=

1
2

∞∑
n=0

(
xn

n!
+

(−1)n+1xn

n!

)
=

=
∞∑
n=0

(
1 + (−1)n+1

2

)
xn

n!
=
∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!ponieważ 1+(−1)n+1
2 =

0 dla parzystych n;
1 dla nieparzystych n

.

(b) Dla funkcji f(x) = 2x, jak w powyższym podpunkcie, skorzystamy ze wzoru (1). Mamy

2x = ex ln 2 =
∞∑
n=0

(x ln 2)n

n!
=
∞∑
n=0

(ln 2)nxn

n!
, x ∈ R.

1



(c) Rozwinięcie w szereg Maclaurina funkcji cosx ma postać

cosx =
∞∑
n=1

(−1)n · x
2n

(2n)!
, x ∈ R.

Zatem dla badanej funkcji otrzymujemy:

cos 2x =
∞∑
n=1

(−1)n · (2x)2n

(2n)!
=
∞∑
n=1

(−1)n · 4n · x2n

(2n)!
, x ∈ R. (2)

(d) Wiemy, że cos 2x = 2 cos2 x − 1, a zatem cos2 x =
cos 2x+ 1

2
. Korzystając ze wzoru

(2), wyprowadzonego w podpunkcie (c), dla badanej funkcji otrzymujemy zatem

cos2 x =
1
2

+
1
2

cos 2x =
1
2

+
1
2

∞∑
n=1

(−1)n · 4n · x2n

(2n)!
=
∞∑
n=0

(−1)n · 4n · x2n

2(2n)!
, x ∈ R.

(e) Zauważmy, ze ln
1 + x
1− x

= ln(1 + x)− ln(1− x).
Szereg Maclaurina funkcji ln(1 + x) ma postać

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1
xn

n
, −1 < x 6 1.

Stąd

ln(1− x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1
(−x)n

n
, −1 < −x 6 1⇔ −1 6 x < 1.

Zatem dla badanej funkcji otrzymujemy

ln
1 + x
1− x

= ln(1 + x)− ln(1− x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 · x
n

n
−
∞∑
n=1

(−1)n+1 · (−x)n

n
=

=
∞∑
n=1

(
(−1)n+1 · x

n

n
− (−1)n+1 · (−x)n

n

)
=
∞∑
n=1

(
(−1)n+1 · x

n

n
− (−1)2n+1 · x

n

n

)
=

=
∞∑
n=1

((−1)n+1 + 1)
xn

n
=
∞∑
k=0

2
2k + 1

x2k+1, −1 < x < 1.
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