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Zadanie nr 10* z listy 4.

Zalozmy, ze funkcja f jest ciagla i ma ciagla pochodng na przedziale [a,c0) oraz istnieje stata
C > 0 taka, ze |f' (z)] < C dla kazdego x € [a, 00). Dowiesé, ze jesli catka Tf (x) dx jest zbiezna
bezwzglednie, to xh_glo f(x)=0. ’
Rozwigzanie:
Zatozenia:

> f jest funkcja ciagla i ma ciagla pochodna na [a, 00)

>3C>0Vzza |f(x)<C

> catka [ |f(x)|dz jest zbiezna.

Teza: lim f(x) = 0.
T—00
Dowéd (nie wprost):
e Dla dowodu nie wprost zatozmy, ze lim f(x) # 0, co jest rownowazne temu, ze
Tr—r00

deg>0VM=>=a Faoy>M o |f(zm)| = eo.

e Indukcyjnie mozemy pokazac¢, ze wynika z tego istnienie takiej stalej g > 0, dla ktorej dla
dowolnego § > 0 istnieje ciag (x,), taki ze dla dowolnego n € N mamy

Tpi1 >Tpt+o=2a 1 |f(x,)] = eo.

(Dla M = a istnieje takie 1, a potem indukcyjnie znajdziemy kolejne z,, 41 odpowiadajace M = z,, +9.)



Poniewaz f’ jest ciagla na [a, 00), mamy
VneN Ve, f(r)— f(r,)= ]f’(t)dt.
Jednoczesnie, z zalozenia 3C >0 Vo >a |f'(z)] <C. Zz:em
v neN Vx?xnHﬂ@%ﬁﬂﬂMhﬂﬂ@—f@wﬁ§fﬁﬁﬁﬁ<0®—$ﬂ

Wynika stad, ze
VneN VYV zer,x,+0] |f(x)]=]|f(x,)]—Clx—x,)>e— CO.
Ponadto przedziaty [z, z, + d],n € N, sa rozlaczne.

Dla § = 7% otrzymujemy zatem, ze istnieje stata Cp = 5 > 0 taka, ze dla

Cy dla z € Ooxn,xn+5;
glr) =3 = |
0 dla pozostalych x > a,

mamy
Veza [f(z)|=g(x)>0.
00 0o Tp+o
Poniewaz catka [ g(z)dz =Y, [ Codx = Y Cod = oo, czyli jest rozbiezna do oo, wiec z
a n=1 z, n>a

o

kryterium poréwnawczego takze catka [ |f(z)|dz jest rozbiezna, co jest sprzeczne z zaloze-
a
niem.

Zatem zachodzi teza: lim f(z) =0.m
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