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Sprawdzié¢ zbieznos$¢ calek niewlasciwych
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Rozwigzanie
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(a) . / 173030 to calka niewlasciwa drugiego rodzaju, dla ktérej punktem osobliwym jest punkt
0 — T

x =1, poniewaz punkt ten nie znajduje sie¢ w dziedzinie funkcji podcatkowej.

o Aby sprawdzi¢ zbieznosé tej catki, skorzystamy z kryterium ilorazowego. Przypomnijmy teraz

to kryterium w formie, z ktorej bedziemy korzystac.

Kryterium ilorazowe

Zatozenia:

0 Vaze<r f(2) 2 0Ag(x) > 0;

o istnieje skoriczona granica lim M =A>0.
a—b- g(x)
b

b
Teza: catka / g(x)dx jest zbieina < caika/ f(z)dz jest zbiezna.

a
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1500 @ = 0, b = 1. Szukamy funkcji g(z), dla

e Funkcja podcatkowa jest postaci f(x) =

1
ktorej spelnione sa zaltozenia kryterium i dla ktorej tatwo sprawdzimy, czy catka / g(x)dx
0
jest zbiezna.
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e Rozwazmy g(z) = 1—2 Mamy
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jest rozbiezna do +oo. Zatem na podstawie kryterium ilorazowego wnio-
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skujemy, ze catka / 1,50 réwniez jest rozbiezna do 4o0.
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(b) e W tym przyktadzie do sprawdzenia zbieznosci calki uzyjemy kryterium poréwnawczego.
Kryterium poréwnawcze

Zatozmy, zZe funkcje f(x) i g(x) spelniajg nierdwnosé
Voza 0= f(z) < g(2).

Wowczas:

+oo +oo
o jesli caika/ g(xz)dz jest zbiezna, to ca{ka/ f(x)dx tez jest zbiezna;
a a

+00 +oo
o jesli caika/ f(z)dz jest rozbiezna, to catka/ g(x)dx tez jest rozbiezna.
a a

o Wiemy, ze

Ve>1 0<Ihz <z = Vy> 0<ze "lnz< 22e7 7.
+oo
Zatem wystarczy, ze pokazemy, ze calka / z?e~%dx jest zbiezna, a z tego wywnioskujemy
+0oo !
zbieznosé calki / ze” ?Inz dr na podstawie kryterium poréwnawczego.
1

e Dla ulatwienia najpierw obliczymy calke nieoznaczona / z?e~%dz. Wykorzystamy metode

caltkowania przez czesci.
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e Przejdziemy teraz do obliczenia calki niewlasciwej / T
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Zatem catka / r?e”*dx jest zbiezna.
1

e Stad na podstawie kryterium poréwnawczego wnioskujemy, ze badana caltka jest zbiezna.



(c) o W ostatnim przyktadzie skorzystamy z kryterium Dirichleta.
Kryterium Dirichleta
Zatoimy, ze f € C([a,+0), g€ CY([a,+00)) oraz:

T
o funkcja F(z) = / f(t)dt jest ograniczona na [a,+00);
a

o g(x) jest nierosngea na [a,+00) i lim g(x) =0.
T—+00

+oo
Wowczas catka / f(z)g(x)dx jest zbiezna.

a

e W rozwazanym przypadku przyjmijmy f(z) =sinz, g¢g(x)= . Mamy
x

> f jest ciagla na [1,00);

In? z 2hzy I’z Ina(2—Inx)
/ — I _ T _ . e e . .
> g'(x) =( . ) = = = = istnieje i jest ciagla na [1,00);
> dla x € [1,00) funkcja F(z) = / sintdt = [— cost]] = —cosx +cosl €< —2,2 >
1
= funkcja F(z) jest ograniczona na [1,00);
1 2 2Inz 1

> lim nx:[@]ﬂnm t _9 lim ﬂ:[@}% lim - =0

r—4o00 I 00 z—+oo 1 z—+oo T 00 T—+00 I

> g’(x) <0 vre[ez,—i-oo)

= funkcja g(z) jest malejaca na potprostej [e2, +00).

o Ze wzgledu na ostatnig wtasnosé funkcji g przedstawmy badang catke jako sume

2
©n?y “In?z ©n?x
sinz dx = sinx dxr + sinz dx.
1 T 1 T 2 T

Pierwszy sktadnik tej sumy to dobrze okreslona caltka oznaczona z funkcji cigglej, natomiast

drugi sktadnik to catka niewtasciwa zbiezna na mocy kryterium Dirichleta. Stad badana catka

jest zbiezna.



