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Zadanie nr 8 z listy 4.
(a) Niech f deZle funkcjg ciggla i nieujemna na przedmale [1,00). Dowiesé, ze
jesli calka f f (z) dz jest zbiezna, to calka f f (2?) dz tez jest zbiezna.
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Wskazowka: Podstawi¢ x = |/y i skorzystac z kryterlum Dirichleta.

(b) Czy prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia z podpunktu (a) dla catki niewtasciwej drugiego
rodzaju, np. [ f(z)dz, a > 07
0

Rozwiazanie:

(a) Zalozenia: f jest funkcja ciagla i nieujemng na [1,00) oraz catka [ f(x)dx jest zbiezna.
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Teza: calka f f (2?) dx jest zbiezna.
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Podstawiajac @ = \/y otrzymujemy [ f (2*)dz = 20y | =[fly)- ﬁgdy.
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[ jest ciagla na [1,00). Calka [ f(z)dz jest z zalozenia zbiezna i rowna pewnemu M.

Ponadto f jest nieujemna na [1, 00). Zatem dla F (y f f(z)dxr mamy 0 < F(y) < M
dla kazdego y > 1 (tzn. F jest ograniczona na [1, oo))

e Funkcja g(y) = # ma ciagla pochodna i jest nierosngca na przedziale [1,00) oraz
Jm g(y) = Jim 775 =0.

Na mocy kryterium Dirichleta wnioskujemy stad, ze catka [ f (y) - ﬁgdy jest zbiezna,
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a tym samym otrzymujemy, ze zbiezna jest catka [ f (2?)dr.m
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(b) Odpowiednik twierdzenia z punktu (a) dla calek niewlasciwych drugiego rodzaju nie jest
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prawdziwy, poniewaz dla f(z) = 73 calka [ f(2)dx = fx_gdx = 3, czyli jest zbiezna,
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natomiast catka [ f (2?)dx = fx_%dx = 400, czyli jest rozbiezna.
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