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Zadanie nr 9 z listy 4.

(a) Pokaza¢ na przyktadzie catki f sin (z%) dz, ze lim f (x) = 0 nie jest warunkiem koniecznym
T—>00

OO
zbieznosci catki niewlasciwej [ f () dz.
a

(b) Dowiesé, ze jesli f jest funkcja nierosnaca na [a, 00), to zbieznosé calki niewtasciwej [ f (z) da

implikuje lim f(z)=0.
T—00

Rozwigzanie:
— 7
dy
(a) e Zauwazmy, ze Tsin (2?) dx = du = 2,y | = Tsin (y) - ——dy
’ 1 z|1]oo 1 2y/()
yl1l]oo
Funkcja f(z) = sinz jest ciagta na [1, 00) fsm )dr = cos1 — cosy

jest na tej polprostej ograniczona (bo |F(y)| < |cos 1| +|cosy| <2 Vy>1).

Funkcja g(y) = ﬁ ma ciagla pochodna i jest nierosnaca na [1, 00)
oraz yh_}rglo g(y) = hm ﬁ = 0.

Na mocy kryterium Dirichleta mozemy wywnioskowa¢ stad, ze
o0 o

catka [ sin(y) - ——dy, a tym samym [ sin (22) dz, jest zbiezna.
1f (3/>2/—(y)3/ y y1f (x?) jest zbiez

e Jednoczesnie, granica lim sin (z?) # 0, bo dla podciagu @, = \/2mn + § — o0
T—00

otrzymujemy sin (z2) — 1 # 0.

(W istocie, granica ta nie istnieje, poniewaz dla innego podciagu x,, = \/nm — 00
mamy sin (z2) — 0 # 1.)

e Powyzszy przyktad pokazuje, ze lim f (z) = 0 nie jest warunkiem koniecznym
T—00
zbieznosei catki niewlasciwej [ f () dx.



o0

(b) Zalozenia: f jest funkcja nierosnaca na [a,00) oraz catka [ f (z)dx jest zbiezna.

a

Teza: lim f(z) =0.
T—00

Dowéd (nie wprost):

Poniewaz f jest nierosnaca na [a, c0), istnieje lim f(z) = g, wlasciwa lub niewlasciwa,
oraz f(z) > g V> a. o

Zalozmy dla dowodu nie wprost, ze g # 0.

Jezeli g > 0, to takze lim f(n) = ¢g > 0. Jednoczesnie f jest wtedy nieujemna i przy
podanych zatozeniach g;o;nocy kryterium catkowego mozemy wywnioskowaé, ze szereg

> f(n) jest zbiezny, a stad lim f(n) = 0, co daje sprzecznosc.
n=1 n—oo

Jezeli g < 0, to istnieja takie zg > a1 C > 0, ze f(x) < —C V¥V z > xy. Wtedy
Vao>z 0<C < —f(x)icalka [ Cdx jest rozbiezna, a stad catka [(—f(z))dx

o o
jest rozbiezna na mocy kryterium poréwnawczego, co daje sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze

catka [ f(z)dx jest zbiezna.

Otrzymujemy zatem, ze g = (.



