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Zadanie nr 10 z listy 5.

Wyznaczyć kąt pomiędzy gradientami funkcji f(x, y) =
√
x2 + y2 i g(x, y) =

√
3xy w punktach leżących na

półprostej y = (2 +
√
3)x, x > 0. Wyjaśnić dlaczego taki sam kąt otrzymujemy dla punktów leżących na

półprostej y = (2−
√
3)x, x > 0.

Rozwiązanie:

• Gradientem (lub gradientowym polem wektorowym) funkcji skalarnej f(x1, . . . , xn) nazywamy wek-
tor, którego składowe są pochodnymi cząstkowymi pierwszego rzędu funkcji f względem kolejnych
współrzędnych, tzn.

gradf =

[
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

]
.

• Dla f(x, y) =
√
x2 + y2 wyliczamy gradient i otrzymujemy dla (x, y) 6= (0, 0)

gradf(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)
.

Podobnie, dla g(x, y) =
√
3xy otrzymujemy dla xy > 0

gradg(x, y) =

( √
3y

2
√
xy
,

√
3x

2
√
xy

)
.

• W punktach leżących na półprostej y = ax, x > 0, (gdzie a > 0) gradienty te są stałe i równe

~ua = gradf(x, ax) =
1√

x2 + a2x2
(x, ax) =

1√
1 + a2

(1, a),

~va = gradg(x, ax) =
√
3

2
√
ax2

(ax, x) =

√
3

2
√
a
(a, 1).

Kąt między tymi gradientami αa = ∠(~ua, ~va) ∈ [0, π] jest taki, że

cosαa =
〈~ua, ~va〉
||~ua|| · ||~va||

=

√
3

2
√
a
√
1+a2

· 2a
1√

1+a2

√
1 + a2 ·

√
3

2
√
a

√
1 + a2

=
2a

1 + a2
.

• W punktach leżących na półprostej y = (2 +
√
3)x, x > 0, otrzymujemy

cosα2+
√
3 =

2(2 +
√
3)

1 + (2 +
√
3)2

=
2(2 +

√
3)

8 + 4
√
3

=
1

2
,

a stąd kąt między gradientami funkcji f i g w tych punktach to α2+
√
3 =

π
3 .

• Podobnie, w punktach leżących na półprostej y = (2−
√
3)x, x > 0, mamy

cosα2−
√
3 =

2(2−
√
3)

1 + (2−
√
3)2

=
2(2−

√
3)

8− 4
√
3

=
1

2
,

a stąd α2−
√
3 =

π
3 .

• Otrzymaliśmy α2−
√
3 = α2+

√
3. Równość tę można uzasadnić bez wykonywania obliczeń: Ponieważ

f(x, y) = f(y, x) oraz g(x, y) = g(y, x) dla dowolnych x, y > 0, więc kąt między gradientami w
punkcie (x, (2 +

√
3)x), należącym do półprostej y = (2 +

√
3)x, x > 0, jest taki sam, jak w punkcie

((2 +
√
3)x, x) = (2 +

√
3)
(
x, x

2+
√
3

)
= (2 +

√
3)
(
x, x

2+
√
3

)
= (2 +

√
3)
(
x, (2−

√
3)x
)
, należącym do

półprostej y = (2−
√
3)x, x > 0.
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