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Opracowanie: Jakub Orlinski, I rok, Matematyka Stosowana

Zadanie nr 11 z listy 5.

Wyznaczy¢ punkty przestrzeni R3, w ktorych gradienty funkcji

flx,y,2) = 2%+ 2% + 222, g(z,y,2) =22% +y* — 22

(a) sa liniowo niezalezne, (b) sa do siebie prostopadte.

Rozwigzanie:

Gradientem (lub gradientowym polem wektorowym) funkcji skalarnej f(z1,...,x,) nazywamy wek-
tor, ktorego sktadowe sa pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu funkcji f wzgledem kolejnych
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Dla f(z,y,2) = 22 + 2y% + 222 mamy gradf(z,y, 2) = (2z,4y, 42),
a dla g(z,y, z) = 222 + y? — 2z otrzymujemy gradg(z,y, 2) = (4z, 2y, —2).

gradf i gradg sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje k # 0 takie, ze:
gradf = k - gradg.
W badanym przypadku szukamy zatem wszystkich takich z,y, z, dla ktorych istnieje k # 0 takie, ze
(2z,4y,4z) = k - (4z, 2y, —2)

Poréwnujac trzecie sktadowe widzimy, ze musi zachodzi¢ 4z = —2k <& k = —2z. Zatem mozemy
zadanie do uprosci¢ do poszukiwania wszystkich takich x,y, z, dla ktérych

(22,4y,4z) = —2z - (4x,2y, —2), z #0,

co jest rownowazne uktadowi warunkow

20 = —8xz z(1+42)=0
dy = —4dyz — y(l4+2)=0 (1)
z#0 z#0
Z postaci (1) wida¢, ze
x=0 1+42=0 x=0 1+42=0
(1)<=<q y=0 Vv y=0 VS 14+2=0 V l1+2=0 <
2#0 z2#0 z#0 z#0
r=0 zcR z=0
<~ ¢ y=0 Ve y=0 V< yeR Vuktad sprzeczny
z#0 z:—% z=—1

Ostatecznie otrzymujemy, ze zbioér punktow, w ktorych gradienty funkcji f i ¢ sa liniowo zalezne, to

{(x,O,—%) cx € R\ {0}} U{(0,y,—1):y € R\ {0}} U{(0,0,2) : z € R\ {0}}.

gradf i gradg sa do siebie prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest rowny 0;
tzn, gdy:
(gradf, gradg) = 822 + 8y? — 82 = 0 <= z = 2% + >

Podsumowujac, zbiér punktéow, w ktérych gradienty funkcji f i g sa do siebie prostopadte, to
{(z,y,2) €R®: 2z = 2 +¢°}.



