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Zadanie nr 6 z listy 5
Wyznaczyé¢ punkty plaszczyzny, w ktorych pochodne mieszane funkcji f sg sobie réwne

T 3
0 dla(,y) # 0,0)

F@D =00 da (@y) = (0,0).

Rozwiazanie:

Rysunek 1: Wykres funkcji f

o W pierwszym kroku wyznaczmy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f.
Dla (z,y) # (0,0) mamy z wlasnosci operacji rézniczkowania

g(w y) _ yS(x2 + y2) _ 2x2y3 _ y5 _ w2y3

or (22 + 12)2 (22 + 2)2’
8_f($ y) = 3y2x(x? 4+ y?) — 2ytn _ 3y22 + yto
oy’ (% +y?)? (22 +y?)?

Natomiast g—ﬁ(o, 0), 2—5(0, 0) wyliczymy korzystajac z definicji:
Definicja:
Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu (xo,yo), pochodna czgstkowa funkcji

f wzgledem x w punkcie (xg,yo) to

of . flzo+ Az,yo) — fzo,Y0)
Ox (w0, 30) = AIQIJIEO Ax

(0 ile granica istnieje i jest skoriczona), a pochodna czgstkowa funkcji f wzgledem y w punkcie

(95073/0) to
g T f(x07 Yo + Ay) — f(x07 yO)
By (20, y0) = Alglgo Ay

(o ile granica istnieje i jest skonczona).



Dla badanej funkcji otrzymujemy:

of v f(Az+0,00— (0,00 . {0
Ox (0,0) = Alalcgo Az N AlachEO Ar 0
Ay3-0
of v . FO,Ay+0) - f(0,00 . Fp 0
5y 0 = dim, T4, Tah T Ay Y
Podsumowujac:
of vy, dla (z,y) # (0,0)
7($’y) — (1"2+y2)2’ 9 9 (1)
Ox 0, dla(z,y) = (0,0).
oraz
B SR, dla (z,y) # (0,0)
O = | R dla(20) # 0, )
dy 0, dla (z,y) = (0,0).

e Teraz mozemy analogicznie wyznaczy¢ pochodne czastkowe mieszane drugiego rzedu funkcji f
wyliczajac odpowiednie pochodne czastkowe funkcji zadanych wzorami (1) i (2).
Z wlasnodci operacji rozniczkowania otrzymujemy dla (z,y) # (0,0):

82]”( ) 0 (8f>( ) 0 [ 3y*x® + vz
e = — —_— xr —_ — e
0xdy Y= oy Y= o (22 +y?)?
(9222 + yh) (22 + y?)? — 2(2? + ¢?) - 22(3y°%2> + y'2)
(22 + 2)2
B 9z4y2 + 9:1;2y4 + :r2y4 + y6 — 129543/2 — 4x2y4 B —3x4y2 + 61:2y4 + y6
a (22 +y?)3 a (22 +y?)3

0% f 0 (of 0 Yo — %3
@w@w‘mxm)@”‘@<W+wJ

(5y* — 3a?y?) (2% + y?)? — 2(a% + ¢?) - 2y(y° — 2%y?)

(.1?2 +y2)4
_ 5$2y4 + 5y6 _ 3$4y2 _ 31,22/4 _ 4y6 + 4$2y4 _ —3$4y2 4 63323/4 + y6
($2 + y2)3 (332 + y2)3

Widzimy, ze pochodne mieszane drugiego rzedu funkcji f w kazdym punkcie (z,y) # (0,0) sa
sobie réwne.

Natomiast %(0, 0), %(0, 0) wyliczymy korzystajac z definicji pochodnych czastokwych dla
funkeji (1) i (23:

of of 0

Of o (0f . gy(Az+0,0)0—7(0,0)  @gm—0

0x0 (0,0) = ox (8) (0,0) = Alalsrgo Ax N Alglcrgo Az 0
) 0 (Ay)>

&/ 0.0)= 2 ((‘if) (0,0) = lim 208y +0) =500 _ w0

oyox "’ oy \ox) "’ Ay—0 Ay Ay—0 Ay

. 2 2
Otrzymujemy 597;;(0,0) =0#£1= 8%—5;(0,0).

Whniosek: Pochodne mieszane drugiego rzedu funkcji f sa sobie réwne na R?\ {(0,0)}.



