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Załóżmy, że f jest funkcją ciągłą na przedziale [a, b]. Udowodnić nierówność a∫
b

f(x) dx

2

6 (b− a)

a∫
b

f 2(x)dx, (1)

przy czym równość zachodzi jedynie dla funkcji stałych.

Rozwiązanie:

• Wprowadźmy oznaczenia

c1 =

a∫
b

f(y)dy,

c2 =

a∫
b

f 2(y)dy.

• Obliczmy całkę pomocniczą:

c0 =

∫∫
[a,b]×[a,b]

(f(x)− f(y))2 dx dy =

a∫
b

dx

a∫
b

(f 2(x)− 2f(x)f(y) + f 2(y))dy =

=

a∫
b

f 2(x)(b− a)− 2f(x)

a∫
b

f(y)dy +

a∫
b

f 2(y)dy

 dx =

= (b− a)

a∫
b

f 2(x)dx− 2

a∫
b

f(x)dx

a∫
b

f(y)dy +

a∫
b

f 2(y)dy(b− a) =

= 2(a− b)c2 − 2c21.

• Ponieważ (f(x)− f(y))2 > 0 ∀(x,y)∈[a,b]×[a,b], mamy c0 > 0⇔ c21 6 (b− a)c2 ⇔ (1).

• Ponadto, jeżeli f jest ciągła na [a, b], to c0 = 0 ⇔ (f(x) − f(y))2 = 0 ∀(x,y)∈[a,b]×[a,b] ⇔

f(x) = f(y) ∀x,y∈[a,b]. Zatem równość w nierówności (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy f jest stała na [a, b].�
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