Analiza Matematyczna 2, Lista 1 MST, W-13, 2016/17
(Zastosowania catek oznaczonych)

1. Obliczy¢ pole ptaskiego obszaru normalnego ograniczonego podanymi krzywymi
(a) 16y =22 8x=y3 (b) y=lhz, y=W’z; (¢) Va+,4=1 z+y=1
2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa parametryczna « i osia Ox

(a) a(t) = (2t —sint,2 —cost), 0 <t <2m; (b) alt) =2 —-1,3—t), —1<t<0;
(c) alt) = -1, —t), —1<t<1.

3. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej ptaskie;j

(a) a: y=In(1—2?), —% <z < %;

(b) a(t) = ((t* —2)sint + 2t cost, (2 — t*) cost + 2t sint), 0 <t < 7

4. Na cykloidzie

a(t) = (t —sint, 1 — cost), 0 <t < 2m,

znalez¢ punkt, ktory dzieli jej dtugosé w stusunku 1 : 3.

5. Obliczy¢ dhugos¢ tuku krzywej przestrzenne;j

(a) a(t) =e'(cost,sint, 1), 0 <t <1,
(b) a(t) = (at,V3abt?* 2bt3), 0 <t < A, a>0, b>0.

6. Niech p i ¢ beda wspotrzednymi biegunowymi na ptaszczyznie i niech krzywa ptaska o
zadana bedzie we wspéhrzednych biegunowych warunkiem p = f(¢), a < ¢ < 3, gdzie f
jest funkcja majaca ciagta pochodna na przedziale [« 5]. Pokazaé, ze dtugos$é tuku krzywej
a jest dana wzorem

B8
L) = / VIR T ) de.

7. Zastosowaé wzor otrzymany w poprzednim zadaniu do obliczenia dtugosci krzywych

a tco< ™
cos(p —m/3)’ SPS g

8. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej przez obrot krzywej a wokot osi Ox

(a) a:p=a(l—cosg), a>0; (b) a:p=

(a) a: y=e®Vsinz, 0<z<m (b) a: z=acos®t, y =asin®t (astroida).

9. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej bryty powstatej przez obrét krzywej a wokot osi Ox

(a) a: y=cosz, I <z < z;
2 2
t3 t2
(b) a: z= 3 Y= 4 — 5 pomiedzy punktami jej przeciecia z osiami wspélrzednych.

10. Znalez¢ srodek masy krzywej ptaskiej z funkcja gestosci masy o = 1

(a) a:yzﬁ(l—%), 0<z<3; (b) a(t)=(t—sint,1 —cost), 0 <t < 2.



11. Znalez¢ $rodek masy obszaru ptaskiego D z funkcja gestosci masy o = ¢ = const.

(a) D - obszar ograniczony krzywymi y = —xz, y =sinx (z > 0);

T
(a) D - obszar ograniczony krzywa /x +,/y =+/a, a >0 i osiami wspéirzednych.
12. Niech

i sin nx
I, = ———dzx dl =0,1,2,...,
/W(l—i—Q‘”)sinx v

przy czym przyjmujemy, ze w punktach —m, 0, 7 funkcja podcatkowa przyjmuje wartosci
(jakie?) gwarantujace jej ciaglosé na catym przedziale catkowania. Pokazaé, ze

(a) I, = / U dws (b) I, =I5 dla n>2. Obliczyé I, dla wszystkich n > 0.
0

13. Dla ne€ Z, n >0, przyjmijmy

/2 /2 1
I, = / sin” xde, J, = / cos" xdr, K, = / (1—a*)"dz.
0 0 0

(a) Udowodni¢ nastepujace zwiazki
s 1
IOZE, 11:1, [n: 1-5 In—2 dla 77,22, Jn:[na Kn:[2n+l'

(b) Nastepnie pokazaé, ze

(n—1)!!

T
T gdy n jest nieparzyste; [, = ———— - —, gdy n jest parzyste.
n!!

In = ! 9

(c) Wyznaczyé¢ K.



