
Analiza Matematyczna 2, Lista 6 MST, W-13, 2016/17
(Całki wielokrotne)

1. Obliczyć poniższe całki

(a)
∫∫

D

dxdy

(1 + x+ y)2
, D = [0, 1]×[0, 1]; (b)

∫∫
D

x sin(xy) dxdy, D =
[
−π
2
, π
]
×
[
0,

1

2

]
;

2. Załóżmy, że f jest funkcj ↪a ci ↪agł ↪a na przedziale [a, b]. Udowodnić nierówność(∫ b

a

f(x) dx
)2

6 (b− a)
∫ b

a

f 2(x) dx,

przy czym równość zachodzi jedynie dla funkcji stałych. Wskazówka. Skorzystać z całki
podwójnej∫∫

[a,b]×[a,b]

(
f(x)− f(y)

)2
dxdy.

3. Obliczyć całki podwójne

(a)
∫∫

D

(x− y) dxdy, D jest obszarem ograniczonym krzywymi y2 = 2x i x+ y = 4;

(b)
∫∫

D

xy dxdy, D jest obszarem ograniczonym wykresami funkcji y = lnx i y = ln2 x.

4. Całka podwójna po obszarze D zamienia si ↪e na całk ↪e iterowan ↪a postaci∫ 1

0

dy

∫ y2+1

0

f(x, y) dx.

Opisać obszar całkowania D i zaproponować zamian ↪e tej całk ↪e na inn ↪a całk ↪e iterowan ↪a.

5. Podać opis obszaru D we współrz ↪ednych biegunowych (ρ, φ), jeśli we współrz ↪ednych
kartezjańskich jego opis wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco:

(a) D : 4 6 x2 + y2 6 16, x 6 0, y > 0; (b) D : (x− 1)2 + y2 6 1.

W punkcie (b) podać też inny prosty opis obszaru, w którym układ biegunowy zostaje
równolegle przesuni ↪ety do odpowiedniego punktu.

6. Obliczyć całk ↪e podwójn ↪a∫∫
D

y

x

√
1− x2 − y2 dxdy,

gdzie D jest obszarem określonym nierównościami x2 + y2 6 1, 0 6
x√
3
6 y 6

√
3x.

7.Wyznaczyć środek masy obszaru D : x2+y2 6 9, x > 0, jeśli σ(x, y) = x jest funkcj ↪a
g ↪estości masy.

8. Obliczyć poniższe całki

(a)
∫∫∫

V

(x+ y + z) dxdydz, V = [0, a]× [0, b]× [0, c];

(b)
∫∫∫

V

yz2 exyz dxdydz, V = [0, 1]× [−1, 0]×
[
ln

1

2
, ln 2

]
;
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9. Obliczyć całk ↪e

(a)
∫∫∫

V

z dxdydz, gdzie V jest obszarem ograniczonym stożkiem z =
√
x2 + y2 i

płaszczyn ↪a z = 1;

(b)
∫∫∫

V

dxdydz

(x+ y + z + 1)3
, dzie obszar V ⊂ R3 jest ograniczonym płaszczyznami x = 0,

y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

10. Wyznaczyć obj ↪etość i środek masy obszaru przestrzennego V przy zadanej funkcji
g ↪estości masy σ, jeśli

(a) V - obszar ograniczony powierzchniami z = 0, z = x2 + y2 + 1, x2 + y2 = 1,
σ(x, y, z) =

√
x2 + y2;

(b) V : 1 6 x2 + y2 + z2 6 4, x > 0, y > 0, z > 0, σ(x, y, z) =
z√

x2 + y2 + z2
.
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