Rachunek Prawdopodobieristwa MAP1181
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Lista 1. Rozwiazanie zadania 1.1 (b) i (c)
Opracowanie: Kinga Wtodarczyk

Zadanie

(b) Uzasadnij podana na wykladzie konstrukcje przestrzeni probabilistycznej o skoriczonej liczbie
stanow.

(¢) Uzasadnij podana na wyktadzie konstrukcje przestrzeni probabilistycznej o nieskoriczonej prze-
liczalnej liczbie standw.

Rozwiazanie podpunktu (b):

QO ={wi,...,w,} - zbior skonczony,
F = 29 - rodzina wszystkich podzbioréw zbioru (2,
kazde prawdopodobieristwo P mozna wtedy skonstruowaé¢ w nastepujacy sposob:

e wybieramy liczby pi, po, ..., p, spelniajace warunki p; > 0 dla kazdego 1 =1,2,...,n
oraz Y, p; =1,
i=1

o definiujemy P({w;}) :==p; dlai=1,2,...,n.

Z wtasnosci prawdopodobienstwa mamy wtedy dla dowolnego A € F

P(A)= > o

{i : wiEA}
Zacznijmy od uzasadnienia powyzszego wzoru:

A C Q — zbior skonczony =

= A= U {w;}

{i:wieA}C{l,...,n}

oraz {w;} N{w;} =0 dla i#j =
= A to suma przeliczalna zbioréw parami roztacznych =
= P(A) =P ( U {Wi}) = > P{wh= > o
{i:w;€A} {i:w;€A} {i:w;€A}

— jesli P ma istotnie by¢ prawdopodobienstwem.

Zeby udowodni¢ podana konstrukcje, nalezy pokazaé, ze okreslone wyzej (2, F, P) jest prze-
strzenig probabilistyczna. Sprawdzamy kolejne wlasnosci, jakie musi spelni¢ (2, F, P), zgodnie z
definicja przestrzeni probabilistycznej:

1. © # () — jest spelnione, poniewaz ) zawiera przynajmniej jeden element.



2. ) € F — jest spelnione, poniewaz zbiér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.
AeF= A°=Q\ A€ F — jest spelione, poniewaz, jesli jakis zbior jest podzbiorem €2, to
jego dopetnienie réwniez.
A Ay, ... € F = U2 A € F - jest spelnione, poniewaz, dowolna suma podzbioréow €2 tez
jest podzbiorem 2.

3. (I)

(I11)

P:F —]0,1]

Dowod:

Dla dowolnego A € 29 zachodzi:
v1'6{1,2 ..... n} Di >0 (1) (2)
Yiapi=1 =0 < Z pi<zpi:17
{i tw; e A}y C{1,2,...,n} {i:wicA} i=1

(1) - bo sumujemy wyrazy nieujemne, (2) - bo {i : w; € A} C {1,2,...,n} izachodzi (1).
Zatem V00 0 < P(A) < 11 warunek (I) jest spelniony. B

P(Q)=1
Dowod:
it =1 } -
. = P(Q) = p=>Sp=1N
{i tw;€Q}={1,2,...,n} () {Z,:EQ} ;
Dla Ay, Ao, ... € F, parami roztacznych (tzn. A;NA; =0 dlai # j)

P(U Ak>=ZP(Ak)
k=1 k=1
Dowod:
AkﬂA]’:@ Vk¢j:>{i : wiGAk}ﬂ{i : wiEAj}#@ vk?gj

oraz

{i cwielJA}=UJ{i: wie A}
k=1 k=1

przy czym sumujemy tu zbiory indeksow parami rozlaczne. Ponadto, ¥y {i : € Ay} C
{1,...,n}. Zatem {i : w; € Ay} # 0 jedynie dla k z pewnego skonczonego zbioru. Stad:

P(DAn)Z > pi = > pi@w( > p,-):iP(An).

n=1 {i:wielUy, An} ie|J2 {irwieAn} n=1 \{i:wicAn}

Krok (3) jest uzasadniony, bo po lewej stronie mamy sume skoriczona, a po prawej for-
malnie nieskoniczona, ale w ktorej tylko skoriczona ilog¢ sktadnikoéw jest rozna od 0 (czyli
w istocie mamy tu tez sume skoniczona), mozemy wiec permutowaé i grupowaé wyrazy tej
sumy. Hl



Rozwigzanie podpunktu (c):

Q= {wy,ws, ...} - zbior nieskoniczony, przeliczalny,
F = 29 - rodzina wszystkich podzbioréw zbioru €2,
kazde prawdopodobieristwo P mozna wtedy skonstruowaé¢ w nastepujacy sposob:

wybieramy ciag liczbowy pi, ps, ... spelniajacy warunki p; > 0 dla kazdego ¢t = 1,2, ...
oraz y, p; =1,
i=1

definiujemy P({w;}) :==p; dlai=1,2,....

7 wtasnosci prawdopodobienistwa mamy wtedy dla dowolnego A € F

P(A) = Z Di.

{i:w; €A}

Powyzszy wzor mozemy uzasadni¢ tym samym sposobem, ktory byt uzywany w podpunkcie (b).
Dowod przeprowadzamy réwniez analogicznie jak w podpunkcie (b). Wthasnosci 1., 2. sa spelnione

(uzasadnienie identyczne jak w (b)).

Podobnie jak w (b) pokazujemy wlasnosé 3.

()

(IT)

(I11)

P:F —10,1]

Dowod:

Dla dowolnego A € 2% zachodzi:
VieN Di >0 (1) (4) o©
Yiapi=1 =0< Y, p<Y p=1,
{i tw;€e A} CN {i:wicA} i=1

(1) - bo sumujemy wyrazy nieujemne, (4) - bo {i : w; € A} C N i zachodzi (1). Zatem
Vaeze 0 < P(A) < 11 warunek (I) jest spelniony. B

P(Q) =1
Dowod:
S =1 =
Tt i=1

{i tw; €Q}

Wtasnosé (III) réwniez udowadniamy tak samo jak w podpunkcie (b), jedynie musimy inaczej
uzasadni¢ krok (3). Tutaj po lewej stronie mamy sume, ktéra moze by¢ nieskoriczona, przeli-
czalna. Ale wyrazy tego szeregu sg nieujemne i jest on zbiezny bezwzglednie. Wiec permutacja
i grupowanie wyrazow nie zmienia sumy tego szeregu. Zatem krok (3) jest uzasadniony. B



