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Zadanie

(b) Udowodnij twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym i wzoér Bayesa.

(c) Pokaz, ze P( N A,) =1, 0ile P(A,) =1 dla wszystkich n.
—1

n

Rozwiazanie podpunktu (b):

DEFINICJA: Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zda-
rzenie B, gdzie A, B € F, P(B) > 0, nazywamy liczbe P(A|B) dana wzorem:

P(AN B)

P(AIB) = ~ 5

DEFINICJA: Rozbiciem zbioru 2 nazywamy rodzine {B,,n € T C N} zdarzen losowych parami
roztacznych (tzn. B;N B; = 0 dla i # j) taka, ze U B, = Q.

neT
TWIERDZENIE O PRAWDOPODOBIENSTWIE CALKOWITYM:

Niech {B,,n € T C N} bedzie rozbiciem zbioru 2 takim, ze P(B,) > 0 dla kazdego n. Wtedy dla
dowolnego zdarzenia losowego A mamy

P(A) = _ P(A|B,)P(By).

neT

Dowaod tuierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:

Niech A bedzie dowolnym zdarzeniem losowym. Niech {B,,n € T C N} bedzie rozbiciem zbioru §2.
Zdarzenia z rozbicia sa parami roztaczne, zatem:

neT

P(A):P<U(AmBn))>

gdzie zdarzenia z rodziny {A N B,,,n € T} sa parami roztaczne. Prawdopodobienstwo sumy zdarzen
parami roztacznych jest rowne sumie prawdopodobienistw tych zdarzer (na mocy trzeciej wlasnosci
prawdopodobienistwa w jego definicji), zatem

P (U (AN Bn)> — Y P(ANB,) =Y P(A|B,)P(B,)

Ostatnia réwnos¢ wynika z definicji prawdopodobienistwa warunkowego podanej powyze;j.
Otrzymujemy zatem, ze P(A) = Y P(A|B,)P(B,).
neT



WZOR BAYESA:

Niech {B,,,n € T C N} bedzie rozbiciem zbioru 2 takim, ze P(B,) > 0 dla kazdego n. Wtedy dla
dowolnego zdarzenia losowego A takiego, ze P(A) > 0, i dla kazdego n € T mamy
A|B,,)P(B)

P(A)

p(B,14) =

Dowod wzoru Bayesa:
Korzystajac z definicji prawdopodobienstwa warunkowego mamy:
P(ANB,) _ P(AIB.)P(B,)

P Bn A = =
) =) P(A)
O
Rozwigzanie podpunktu (c):
e Pokazemy najpierw, ze jezeli P(A,) =1 dla kazdego n, to P < Oﬁ An) =1.
n=1
Dowad:
Dla kazdego dowolnego ustalonego N mamy: P(Ay) = 1. Korzystajac z wlasnosci prawdo-

podobienista: P (A°) = 1 — P(A), mamy, ze P(A%) = 0 dla kazdego N. Wynika stad, ze
> P(A7) =0.
n=1
Wiemy, ze P(AU B) < P(A) + P(B), mozna wiec udowodnié¢, ze P ( oLj An> < § P(A,).
n=1 n=1
Zatem mamy P ( G A%) < %O: P (AS). W dodatku wiemy, ze prawdopodobieristwo jest zawsze
n=1 n=1

nieujemne, wiec otrzymujemy:

[e.e]

0<P( A;) <) P(A) =0.
1 n=1

Wynika stad, ze P ( oLj A%) = (0. Ponadto z wtasnosci prawdopodobienistwa wiemy, ze
n=1
P(F]O An> = 1—P(0Lj A;), poniewaz (ﬁ Ay = OLj AS.
n=1 n=1 n=1 n=1
SkoroP(oLj A;) zo,top(oﬁ An> —1-0=1.
n=1 n=1

U
e Udowodnimy teraz implikacje w druga strone, tzn.
jezeli P ( oﬁ An> =1, to P(A,) =1 dla kazdego n.
n=1
Dowad: .
Dla kazdego dowolnego ustalonego N mamy P(Ay) > P ( N An>, bo z wlasnosci prawdo-
n=1

podobieristwa wiemy, ze jesli A C B, to P(A) < P(B), a ﬁ A, musi sie zawiera¢ w Ay. 7Z
n=1

wlasnosci prawdopodobienistwa wiemy, ze zawsze jest ono mniejsze badz rowne 1. Mamy wiec
dla dowolnego N:

1> P(Ay) > P(ﬂ An> =1.
n=1

Stad wynika, ze P(Ay) = 1 dla kazdego N.



