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Lista 2. Rozwiazanie zadania 2.1 (d)
Opracowanie: Paulina Konsor

Zadanie

(d) Udowodnij lemat Borela-Cantelliego:

Niech {A;,7 € N} bedzie bedzie ciagiem zdarzen losowych w (£, F, P). Definiujemy
A =limsup, 4, = N,=, U2, A;. Wtedy:

1. Jezeli szereg § P(A;) jest zbiezny, to P(A) = 0.
i=1

2. Jezeli szereg ioj P(A;) jest rozbiezny i zdarzenia A;,i € N, sa niezalezne, to P(A) = 1.
i=1

Dowdéd punktu 1.: Z definicji wiemy, ze dla kazdego m e N A =N>2, Ux,, A; C U2, Ai. Wobec
tego:

0<P(A)<P<UAi> > P(A) =

na mocy zalozenia o zbieznosci szeregu Y. P(A4;). Stad otrzymujemy teze.

i=1

Dowé6d punktu 2. : 7 zadania 2.1 (c):
:P<ﬂ UAZ> =leVn P(UAZ) =1l&eVn P(ﬂAf) =0.
n=11i=n i=n i=n

7 wtasnosci prawdopodobienistwa dla rodziny nierosnacej mamy:

n+j
(ﬂ AC> = lim P (ﬂ AC)
=n ]_)OO =n

Dla udowodnienia tezy wystarczy zatem pokazac, ze:

J—0o0
=n

n+j
VneN hmP(ﬂAc) = 0.

Z niezaleznosci zdarzen Aj, A,... wynika, ze dla dowolnych n,j € N

(nﬂj AC) ~Tla- Py,

i=n

Z nieréwnosci 1 — x < e™* otrzymujemy ponadto dla dowolnych n,j € N, ze:

n+j ntj n+j
T[1— P(A)) < T[ ") = o X7,

" p(A;) =00

przy czym: e ity % =0, poniewaz Y. P(A;) jest rozbiezny.
i=1

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach mamy:

n+j
(m AC) J_>OO 0’

co konczy dowod.



