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Zadanie 2.1

(d) Udowodnij lemat Borela-Cantelliego:

Niech {Ai, i ∈ N} będzie będzie ciągiem zdarzeń losowych w (Ω,F , P ). Definiujemy
A = lim supnAn =

⋂∞
n=1

⋃∞
i=nAi. Wtedy:

1. Jeżeli szereg
∞∑
i=1
P (Ai) jest zbieżny, to P (A) = 0.

2. Jeżeli szereg
∞∑
i=1
P (Ai) jest rozbieżny i zdarzenia Ai, i ∈ N, są niezależne, to P (A) = 1.

Dowód punktu 1.: Z definicji wiemy, że dla każdego m ∈ N A =
⋂∞
n=1

⋃∞
i=nAi ⊂

⋃∞
i=mAi. Wobec

tego:

0 6 P (A) 6 P
( ∞⋃
i=m

Ai

)
6
∞∑
i=m

P (Ai)
m→∞−→ 0

na mocy założenia o zbieżności szeregu
∞∑
i=1
P (Ai). Stąd otrzymujemy tezę.

Dowód punktu 2. : Z zadania 2.1 (c):

P (A) = P
( ∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

Ai

)
= 1⇔ ∀n P

( ∞⋃
i=n

Ai

)
= 1⇔ ∀n P

( ∞⋂
i=n

Aci

)
= 0.

Z własności prawdopodobieństwa dla rodziny nierosnącej mamy:

P

( ∞⋂
i=n

Aci

)
= lim
j→∞
P

n+j⋂
i=n

Aci

 .
Dla udowodnienia tezy wystarczy zatem pokazać, że:

∀n ∈ N lim
j→∞
P

n+j⋂
i=n

Aci

 = 0.

Z niezależności zdarzeń A1, A2... wynika, że dla dowolnych n, j ∈ N

0 ¬ P

n+j⋂
i=n

Aci

 =
n+j∏
i=n

(1− P (Ai)).

Z nierówności 1− x ¬ e−x otrzymujemy ponadto dla dowolnych n, j ∈ N, że:
n+j∏
i=n

(1− P (Ai)) ¬
n+j∏
i=n

e−P (Ai) = e−
∑n+j
i=n P (Ai),

przy czym: e−
∑n+j
i=n P (Ai)

j→∞−→ e−∞ = 0, ponieważ
∞∑
i=1
P (Ai) jest rozbieżny.

Zatem z twierdzenia o trzech ciągach mamy:

P

n+j⋂
i=n

Aci

 j→∞−→ 0,

co kończy dowód.
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