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Zadanie 5.4

(a) Dobierz staªe A i B tak, aby funkcja

F (x) =


0, gdy x ¬ −12
A+B arcsin(x), gdy −12 < x ¬

1
2

1, gdy x > 12

byªa dystrybuant¡ pewnej zmiennej losowej X o rozkªadzie ci¡gªym. Wyznacz g¦sto±¢ f(x) tego roz-

kªadu.

Rozwi¡zanie:

Funkcja F jest dystrybuant¡ rozkªadu ci¡gªego, gdy speªnia 3 warunki konieczne (I, II, III) i 1 dosta-

teczny (IV):

I. F jest ci¡gªa na R;
II. F jest niemalej¡ca na R;
III. lim

x→−∞
F (x) = 0 ∧ lim

x→∞
F (x) = 1;

IV. F ′ istnieje poza (co najwy»ej) sko«czon¡ liczb¡ punktów;

Ad III

lim
x→−∞

F (x) = 0
∧

A,B∈R

lim
x→∞
F (x) = 1

∧
A,B∈R

Ad I

Funkcja F jest ci¡gªa na przedziaªach (−∞,−12), (−
1
2 ,
1
2) oraz na (12 ,∞), i jest lewostronnie ci¡gªa w

−12 oraz 12 jako funkcja zadana funkcjami elementarnymi na przedziaªach domkni¦tych prawostronnie.

Zatem funkcja F jest ci¡gªa na R

m
Funkcja F jest ci¡gªa prawostronnie w −12 i 12 ⇔

⇔


0 = F (−12) = lim

x→− 12
F (x) = A−B(π6 )

A+B(π6 ) = F (
1
2) = lim

x→ 12
F (x) = 1

⇔
{
A = 12
B = 3π

Ad II

Dla A = 12 i B = 3π funkcja F jest niemalej¡ca na caªej prostej, bo:

• jest staªa na (−∞,−12) oraz na (12 ,∞);
• F ′(x) = 3

π
√
1−x2 > 0 dla x ∈ (−

1
2 ,
1
2);

• F jest ci¡gªa w punktach −12 oraz 12
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Ad IV

F ′(x) =


3

π
√
1−x2 gdy |x| < 12

? gdy |x| = 12
0 gdy |x| > 12

Funkcja F jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡, by¢ mo»e poza punktami −12 i 12 .

Wniosek: Funkcja F jest dystrybuant¡ rozkªadu ci¡gªego ⇔ A = 12 oraz B = 3π .

G¦sto±¢ tego rozkªadu ma posta¢:

f(x) =

{
F ′(x) gdy |x| 6= 12
0 gdy |x| = 12

=

{
3

π
√
1−x2 gdy |x| < 12

0 gdy |x| ­ 12
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