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Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Lista 6. Rozwiazanie zadania 6.3/6.4 - dodatkowy podpunkt (f)
Opracowanie: Wojciech Korczynski

Zadanie |6.3/6.4

(f) Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie okreslonym dystrybuanta F(z) = e™¢ *. Znajdz
rozktad zmiennej losowej Y = X?2. Wylicz - o ile to mozliwe - warto§é oczekiwana i wariancje
zmiennej losowej X i zmiennej losowej Y.

Rozwigzanie:

e X - zmienna losowa o rozkladzie okreslonym dystrybuanta F(z) = e~¢ *. Dystrybuanta F(z)
jest ciaglta i rézniczkowalna na R, zatem X ma rozktad ciggly o gestosci

T

f(x)=F'(z) = (e_eﬂ)/ =ePe® =" reR

Wykres dystrybuanty zmi j X 05 Wykres gestosci zmiennej X
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e Dystrybuanta zmiennej losowej Y = X? ma postaé

- s o, gdy y <0
Fy(y) = P(Y <y) = P(X <y)_{P(—\/§<X<\/§), gdy y >0
o gdyy<0 _ [0, gdy y <0
— F(\/g)—llmza—f—F(xL gdyy>0 - @76_\/5—@76\/?7 gdyy>0

Fy jest funkcja ciagla na R.
Dlay <0 Fj(y)=0.

Dlay>0 Fj(y) = ﬁ e Ve Y 4 ﬁ evie e’

Dlay =0 Fj(y) by¢ moze istnieje.
Fy (y) jest zatem funkcja ciagta na R i rézniczkowalna, by¢ moze poza punktem 0. Stad wynika,
ze Y ma rozktad ciaggly o gestosci

[ Bi(y) dlay#0 _ [0 sdy y < 0,
fy(y) = { 0 dlay=0 ~ | 2= (evie e +eviee”) gdyy>0.



Wykres dystrybuanty zmiennej Y Wykres gestosci zmiennej Y
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e Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi EX = / x f(x)dx = / re ¢ dx.
—0o —o
Nalezy sprawdzi¢, czy ta calka jest zbiezna.
re ¢ -
. (a) lim =— =1lime* =1
T—00 re 7T T—00

(b) Catka / h
0
ma postac

oo
re “dr = / 2271 e dx jest wartoscia funkeji gamma, ktorej ogolny wzor
0

1 jest uogodlnieniem silni. Dla n catkowitych dodatnich zachodzi bowiem

I'(n)=(mn-1)".
Zatem calka /oo re fdr = /Oo v e "dr =T(2) = 1! = 1 jest zbiezna.
Z (a) (b) oraz kl(")yterlum 1loraz(())wego zbieznosci calek niewlasciwych wynika, Ze catka
/0 e "¢ "dx jest zbiezna.

/O = /O re Te ¢ dr = /O x (e_eiz),dx —xe ¢

=0-¢ — lim ze —/ = — lim x—/
T——00 T——00 @€
1 0 —x 0 —x _d —_— d 0
Z_ lim —_— = / e dr=0- e dr= - = / e dy =
T——00 —e~ T g€ — 00 — 00 z|—o0 |0 00
y| o000

(a) Dla kazdego y >0 €Y >y, wiec 0 < e ¢ < e V.
(b) Catka / e Vdy = / y' e Vdy =T(1) = 0! = 1 jest zbiezna.
0 0

Z (a) i (b) oraz kryterium poréwnawczego wynika, ze catka / e ¢ "dy jest zbiezna.
0

0 —x
Zatem calka / re *7°¢ dx jest zbiezna.

—00



Z 1.1 2. wynika, ze catka / re "¢ "dx jest zbiezna, a w konsekwencji EX istnieje.
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Jej przyblizona wartos¢ mozna uzyskaé¢ uzywajac WolframAlpha:

0 0 [e%)
EX — / ve T dy = / A / 2 e ™" dy & —0.219384+0.7966 = 0.577216
—00 [e%e) 0

e Wariancja zmiennej losowej X wynosi

DX — EX? — (EX)? = /OO

—00

22 f(2)dr — (EX)? = / Y 2 e T e — (EX)2.

—00

r—

Nalezy sprawdzi¢, czy catka / 22 e "¢ "dx jest zbiezna.

—00o
2 —x—e %
. xr-e . P
. (a) lim =—————=1lime* =1
T—00 1'2 e~ T T—00

(b) Catka /

2’ e dr = / ¥t e *dr = T'(3) = 2! = 2 jest zbiezna.
0 0

Z (a) i (b) oraz kryterium ilorazowego wynika, ze calka / 22 e 7 "dx jest zbiezna.
0
2.
0 2 _—gp—e % 0 2 _ - 0 2 - / 2 _e%T 0 0 T
/xewedx:/xexeedx:/x(ee)dx:xee_—2/ rxe ¢ dr=
—x 0 —x 2 0 —x
=0-¢ — lim 2%e* —2/ rxe ¢ dr=— lim $_m—2/ ze ® du 2
I——00 —00 z——0c0 g€ —00
0 a 1 0 —
Z_2 lim %—2/ ze ™ “dz £ -2 lim - —2/ ze® “dr =
z——00 —e~Fe —00 z——00 (e7® 4 1)ee ¥ —o0
—r = y
0 —e™ " —dr = dy 0 —e¥ _ o —e¥
—0—2/_Ooxe dr = 2l —oo |0 ——Q/Ooye dy—2/0 ye “dy
Y oo | 0

(a) Dla kazdego y >0 eV >y, wicc0< e ™ <e ¥ astad 0 <ye ® <ye ¥,
(b) Catka / ye Ydy = / y* e Vdy =T(2) = 1! = 1 jest zbiezna.
0 0

e

Z (a) i (b) oraz kryterium poréwnawczego wynika, ze catka / ye ¢ "dy jest zbiezna.
0

0 —x
Zatem calka / z? e "¢ "dx jest zbiezna.

—00

Z 1.1 2. wynika, ze catka / 22 €77 "dx jest zbiezna, a w konsekwenciji D?X istnieje.

—0o0

Jej przyblizong wartos¢ mozna otrzymaé uzywajac WolframAlpha:

0 e o —z
D2X = EX2—(EX)? = / 22 e dot / 22 e dr—(BX)? ~ 0.195686+1.78243— (0.577216)2 =
0o 0

= 1.978116 — 0.333178310656 = 1.644937689344



e Wartosé oczekiwana zmiennej losowej Y to EY = EX?. Jak pokazalismy w poprzednim punkcie,
ta wartos¢ oczekiwana istnieje i w przyblizeniu jest rowna

EY = EX? ~ 1.978116.

e Wariancja zmiennej losowej Y wynosi

D%y = D2X? = EX* — (EX?)? = /jo 2 f(a)de — (EX?)” = /OO e e — (EX?)°

— 00
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rawdzimy, cz xhe x zbiezna.
Sprawd , czy calka 1e7*=¢ " dz jest zbiezna
—00
4 —x—e™ "
) xte ) e
. (a) lim = ——F——=1lime* =1
T—00 x4€—$ T—00

(b) Catka /Oo ot e dr = /OO 2> e "dr = T'(5) = 4! = 24 jest zbiezna.
0 0

—r—e”

o0
Z (a) i (b) oraz kryterium ilorazowego wynika, ze calka / z?e dx jest zbiezna.

0

2.
0 4 —x—e 7T 0 4 —x —e T 0 4 —e T ! 4 —e’”o 0 3 —e %
zte dr = e e dr = T (e )dx:xe —4 z’e dr =
—00 —00 —00 o0 —00
—eb : 4 —e 7 0 3 —e % e*I H
=0-¢° — lim z"e —4 z°e dr = — xe =
T——00 — 00 r——00 e€
H i
= —4 lim 790— / 2 _19 lim - 4/ =
T——00 —e—Tte 600 (6 Ty 1 ee v

Z _94 lim — ’ — —4/ e
z——00 —e~T . € —x+(€ x+1)( —J:_l)ee —x —oo

0
=24 lim —— v - 4/ e dp 2
z——00 ¢ 7T . (¢72% 4 377 4+ 1) —o0
24 li 1 4/ 3 —e Id
= m — x’e T =
z——00 (—e™% — 1)e¢ "7 (e72 4 377 + 1) 4+ e " TT(—2e7% — 3e7) —o0
—r = y
0 - —dx = dy 0 _eY o0 _eY
0 _ 3 e — - _ 3 e — 3 e
=0 4/_00136 dx 2l —ool0 4/003/6 dy 4/0ye dy
Y oo | 0

(a) Dla kazdego y >0 ¥ >y, wicc 0 < e ™ < eV, wicc 0 < yde @ <yPeV.
(b) Catka / yP e Vdy = / y* e Vdy =T'(4) = 3! = 6 jest zbiezna.
0 0

Z (a) i (b) oraz kryterium poréwnawczego wynika, ze catka / v e ¢ "dy jest zbiezna.
0

0 —x
Zatem calka / e ¢ " dx jest zbiezna.

Z 1.1 2. wynika, ze calka / e ¢ " dx jest zbiezna. Zatem D?Y istnieje.
Jej przyblizong wartos¢ mozna otrzymaé uzywajac WolframAlpha:

0 . 00 e 2
D%y = EX'—(EX?)? = / 2 e dut / ot e de—(EX?) & 0.265701423.2958— (1.978116)* ~
—00 0

~ 23.561501 — 3.912942 = 19.648558



