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Zadanie

(a) Udowodnij nier6wnos¢ Markowa, podang na wyktadzie.

(b) (wersja rozszerzona)
Prawdopodobienstwo wyprodukowania wybrakowanego wiertta wynosi 0.01. Stosujac nierow-
no$¢ Markowa oszacuj po ile wiertel nalezy pakowaé¢ do pudetek, aby prawdopodobiernistwo, ze
pudetko zawiera co najmniej 50 sztuk dobrych, byto nie mniejsze niz 0.95. Poszukaj minimalnej
liczby wiertet w pudetku, przy ktorej powyzszy warunek jest spetniony.

Rozwiazanie:

Ad (a) Nieré6wnos$é Markowa:
Jesli zmienna losowa X jest nieujemna z prawdopodobienstwem 1 oraz istnieje EX, to dla

kazdego a > 0 mamy:
EX
P(X >a) < —.
a

Dowéd:
Zatozmy, ze zmienna losowa X jest nieujemna z prawdopodobienstwem 1 oraz istnieje EX.
Obliczamy wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X:

EX:/XdP.
Q

Wiemy, ze P(X > 0) = 1. Wnioskujemy stad, ze dana catka na pewnym podzbiorze € jest nie
wieksza niz caltka na calym zbiorze €2:

/Xdp>/ XdP.
Q {X>a}

Poniewaz dolnym ograniczeniem zbioru, po ktérym catkujemy jest a, to dang catke takze mo-

zemy ograniczy¢ z dotu:
[ xap> [  aap
{X>a} {X>a}

Obliczamy otrzymanag catke:

/ adP =a P({X > a}).
{X>a}
Podsumowujac, otrzymaliSmy nieréwnos¢:

EX > aP({X > a}), gdzie a > 0.

Po przeksztatceniu:
EX
P(X >a)<—.0O
a



Ad (b) Model: schemat Bernoulliego, sukces — wyprodukowanie wiertta wybrakowanego, p = 0.01,

n — liczba prob, czyli liczba wiertet w pudetku.

Zaktadamy, ze n > 50, bo w przeciwnym przypadku warunki postawione w zadaniu nie mogtyby
by¢ spelione.

Niech X, oznacza liczbe sukceséw w n probach, czyli liczbe wiertet wybrakowanych w pudetku.
Szukamy takiego n, ze:

P(n— X, >50) > 0.95 < P(X, >n—50) < 0.05. (1)

Z nieré6wnosci Markowa otrzymujemy:

EX,

P(X, >n—-50) < P(X, >2n—250) < .
(Xo > n=50) < P(X, > n=50) < =1

Obliczamy EX,, korzystajac ze wzoru na warto$é oczekiwang w rozktadzie dwumianowym:
EX,=n-p=0.0ln.

Podstawiamy i otrzymujemy:

0.01n
n—50

P(X, >n—50) <

0.01n
n—>50

Zatem, jezeli < 0.05, to nier6wnosé (1) jest spetniona. Mamy wiec:

0.01n
n — 50
0.01n < 0.05n — 2.5;
n < 5n — 250;
4n > 250;
n > 62.5.

< 0.05;

Z obliczen wynika, ze nieréwnosé¢ (1) zachodzi, gdy n > 63. Mozliwe, ze warunki zadania
spelnione sa dla mniejszej liczby wiertet w pudetku. Sprawdzimy to obliczajac prawdopodo-
bienistwo, ze liczba wybrakowanych wiertet w pudetku jest wieksza niz n — 50 dla naturalnych
n z przedziatu [50, 62].

n | prawdopodobienstwo | n | prawdopodobiernistwo | n | prawdopodobienstwo
50 0.395 55 1.9049 - 10~° 60 2.1840 - 10~

51 0.0925 56 1.5099 - 107° 61 1.1066 - 102

52 0.0154 57 1.0682 - 1077 62 5.2625 - 10714

53 0.002 58 6.8446 - 107

54 2.1038 - 1074 59 4.0196 - 10710

Z powyzszej tabelki mozemy odczytaé, ze obliczone prawdopodobieristwo jest mniejsze niz 0.05
juz dla n = 52. Stad wynika, ze najmniejsza liczba n, dla ktoérej warunki zadania sa spelnione
jest 52.



